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NOTIONS PRÉLIMINAIRES 
SUR LES GRANDEURS GÉOMÉTRIQUES. 



1. Grandeurs géométriques : Vecteurs et segments. 

— Une grandeur géo- 
métrique ou vecteur est ^*&- ^* 
une portion de droite 
A< Bj (Jig' i) ayant une 
origine A< et une extré- 
mité B< . Un vecteur est 
défini par les éléments 
suivants : i" son ori- 
gine ou point (inappli- 
cation Ai 'j 2® sa direc- 
tion, qui est celle de la 
droite indéfinie AiB^; 
3** son sens, qui est celui 
du mouvement d'un mo- 
bile allant de Porigine A^ vers l'extrémité B<, et que l'on 
indique par une flèche placée à l'extrémité; 4° sa gran- 
deur Pi, qui est la longueur Ai Bi, 

AC. I 
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2 COURS DE MÉGANIQUE. 

Analytiquement, on définit un vecteur par les coordonnées 
(a?!, yt, Zi) et (x\,y\j z\) de Torigine et de l'extrémité par 
rapport à trois axes coordonnés, ou encore par les coordon- 
nées (x^, j^i, Zi) de l'origine et les projections (X|, Y|, Z| » 
du vecteur K\ B| sur les trois axes, ces projections ajant des 
signes, suivant les conventions ordinaires de la Géométri(A 
analytique. 

D'après ces conventions, si l'on appelle «i et 6| les projec- 
tions des points A| et B| sur l'axe O jî, X| est la valeur algé- 
brique du segment atbt, c'est-à-dire la longueur ai 6» pré- 
cédée du signe -h ou du signe — suivant qu'un mobile, allant 
de «1 en è| , marche dans le sens positif ou le sens négatif de 
l'axe. 

On a alors, dans tous les cas de figure. 

Nous désignerons habituellement un vecteur par une seule 
lettre P^ , représentant sa longueur ou grandeur, et placée à 
l'extrémité. 

Pour montrer que les formules donnant Xi, Y<, Z| sont 
générales, nous rappellerons quelques propriétés élémen- 
taires des segments qui nous serviront également à démon- 
trer plus loin le théorème des projections. 

2. Théorème des segments. — Quand des vecteurs sont 
portés par une même droite indéfinie, comme le sont par 
exemple les projections de divers vecteurs sur Taxe O^, ou 
leur donne plus particulièrement le nom de segments; a et /> 
étant deux points sur un axe orienté, d'après les conventions 
précédentes, si le segment ab est positif, le segment ba est 
négatif. 

Nous avons donc 

ab = — ba 

et, par suite, 

ab -^ ba = o. 
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D'une façon générale : Lorsqii^ on place sur une droite x' x ^ 
n points a^ b, c, . . ., h, k, /, la somme des n segments con- 
sécutifs ab, bcj . . ., hk, klj la, déterminés sur cette droite 
par les points considérésy est toujours nulle, quel que soit 
l^ ordre dans lequel ces points sont placés. 

Pour le démontrer, nous emploierons un point auxiliaire 
placé sur la droite xf x à gauche de tous 
les points a, b, c, d, .,,, k, l {Jig. 2). ^^%' '^• 

Considérons d'abord, sur la droite "g '^ g^ 

x' X, les trois points o, a, 6; deux cas 

peuvent se présenter suivant que le ^ * «- 

point b est à droite ou à gauche de a. 

Supposons, en premier 4ieu, que le point b soit à droite 
de a. Nous aurons 

(i) oa -k- ab =^ oh. 

Si nous supposons maintenant le point b à gauche de a, 
nous aurons 

ob -\- ba =^ oa, 

d'où 

oa — ba ~ ob 

ou 

oa -+- ab = ob, 

La relation (i) existe donc dans les deux cas. Nous pourrons 
donc écrire la suite d'égalités 

oa -h ab =^ ob, 
ob -h bc = oc, 
oc -h cd =: od, 



ok -^ kl — ol, 
ol -i- la = oa, 



Si nous les ajoutons membre à membre, nous aurons, eu 
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faisant disparaître les termes communs aux deux membres 



(•2) 



ab -y- bc -\- cd -h ...-:- /il -\- la = o, 



relation qui démontre la propriété énoncée. 

Analjtiquement, prenons une origine O sur la droite x'x 
(jui porte les segments, et soient a: et x^ les abscisses des extré- 
mités a et b d'un segment ab; on a 

ab — a?' — x; 

en effet, d'après la définition même des coordonnées, les seg- 
ments O a et 06 sont égaux k x et œ^; dès lors, en appliquant 
la relation générale ci-dessus aux, trois points O, a, 6, on a 



c'est-à-dire 



ab — Ob ^ Oa, 



ab = cv' — X. 



La projection d'un vecteur A< B< sur un axe Oûc est donc 
bien donnée, dans tous les cas, par la formule 

\i = x\ — Xi. 

En partant de cette expression analytique d'un segment, ou 
vérifie immédiatement que la relation (2) est une identité. 

3. Quelques définitions. — Deux vecteurs sont iden- 

tiques quand ils ont même origine, même 
direction, même sens et même longueur, 
c'est-à-dire quand ils se confondent. 

Deux vecteurs sont égaux quand ils ont 
même direction {Jig* 3), même sens et 
même longueur, mais sans avoir nécessaire- 
ment même point d'application. D'après 
celaj^ pour que deux vecteurs P< et P2 de pro- 
jections re&pectiYôs Xr, Y<, Zj etXji, Y2, Za'^ soient égaux, 
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Il faiil et ii suffît que l'on ail 

(3) Xir^X,, Y,^ Yi, Z,=-- Z,. 

Nous désignerons l'égalité géométrique de deux vecte 
et Pa par la relation 

Fi g. ( 

en mettant les vecteurs entre parenthèses : / 

cette relation unique est donc équivalente / 

il l'ensemble des équations (3). / , 

Deux vecteurs sont égaux et opposés /a, ' 
quand ils sont parallèles, de même lon- 
gueur (fig- 4)) rtiais de sens contraires; ils formen 
ce qu'on appelle un couple de vecteurs. Ce 
fait est exprimé par les relations suivantes ^'^- ' 

entre les projections des deux vecteurs P, ^ 

etP, / 

X, = " X,, Y, = ■ - Yi, Z, = ■ - Z, ; /^ 

nous l'exprimerons pour abréger par la nota- / 

lion 

(Pi)-~(P.). 

Deux vecteurs sont égaux et directe- 
ment opposés quand ils sont égaux, opposés 
et dirigés suivant la même droite indé- 
finie O^. 5). 

i. Théorème des projections. -- L'étude de la ci 

sition des vecteurs nécessite l'emploi du théorème des p 
tions, dont nous aurons d'autre pari à faire un fréquent 
Nous en rappellerons donc la démonstration en l'empru 
comme celle du théorème relatif à la propriété fondam 
des segments, au Cours de Géométrie analytiq. 
MM. Imber et Weill. 
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Théorème I. — La somme algébrique des projections 
des vecteurs formant les éléments dUin contour polygonal 
fermé y plan ou gauche, est nulle. 



Fig. 6. 
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Soit le contour polygonal fermé ABCDEFA (/?^. 6). Pro- 
jetons sur l'axe x' x 
ses différents som- 
mets ; soient a, 6, c, 
d^ e, f ces projec- 
tions. 

Nous imaginons 
que la ligne polygo- 
nale est décrite par 
un* point mobile par- 
tant de A et rencon- 
trant les différents 
sommets dans Tordre ABCDEFA. 

Considérons maintenant, sur Taxe x^ x^ les segments déter- 
minés par les points a, 6, c, rf, e, /; on a, d'après le théorème 
général relatif aux segments, 

ah -\- hc -\- cd -A- de -^ ef -\-fa _= o, 

mais les segments ab, bc, . . ., fa sont en grandeurs et en 
signes les projections des vecteurs AB, BC, . . ., FA, éléments 
du contour. La propriété est donc démontrée. 

Théorème II. — La somme algébrique des projections 
des éléments d'un contour polygonal, non fermé, plan ou 
gauche, est égale à la projection de la résultante. 

Considérons le contour polygonal non fermé ABCDEF 
{fig, 7). Nous imaginons, comme précédemment, le contour 
polygonal décrit par un point mobile partant de A et ren- 
(îontrant par suite les sommets dans Tordre ABCDEF. On 
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(lil alors que A esl ['origine du contou. 
mité. Si l'on mène la droite AF qui 
joint l'origine A à l'extrémité F, on 
dît que ce vecteur qui ferme ie con- 
tour e*l la résultante des éléments 
<lii conlour ; A est son origine, F son 
extrémité. 

Si nous considérons le contour 
|ioljgonal fermé ABCDEFA, nous 
iivons, d'après le théorèmeprécédenl, 

<ib -f- bc -^ cd -i- de -^ ef -^fa — o, 

d'où nous tirons 

ab + hc^-cd^de^ e/=-fa, 
jnais 

-fa-.af, 
par suite, 

ab^bc^cd+de^ef=aj; 

la proposition est donc démontrée. 

Théorème III. — Lorsque deux contours polygon 
non fermés ont même origine et même extrémité, c'e; 
dire ont la même résultante, les sommes algébriques 
projections des éléments des deux contours sont égi 

C'est une conséquence immédiate de la proposition pr 
(lente, puisque ces sommes sont toutes deux égales à la 
jection du vecteur qui ferme les deux contours. 



o. Somme géométrique ou composition des Teoti 
concourants. — Des vecteurs sont dits concourants qi 
ils ont même origine. 

Deux vecteurs. — Soient d'abord deux vecteurs Af 
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APa d'origine commune A; par l'extrémité P^ de l'un dos 

vecteurs menons un vecteur P4R (yî^. 8), 
*^* * égal géométriquement à l'autre AP2. Le 

-2 .^ vecteur AR d'origine A et d'extrémité R 

\ jT \ est la somme géom^étrique ou résul- 

\ X » tante des deux vecteurs donnés. On 

w£ >i écrit 

" "*' . (R)-(Pl)4-(P.,), 

les parenthèses indiquant qu'il s'agit d'une égalité géomé- 
trique. 

La somme des deux vecteurs P, etPa est évidemment indé- 
pendante de l'ordre dans lequel on prend les deux vecteurs ; 
si par l'extrémité P2 du deuxième on menait un vecteur P2R 
égal géométriquement au premier P4 , on aboutirait évidem- 
ment au même point R, car la figure AVi RP2 est un parallé- 
logramme; on peut donc écrire aussi 

(R) = (P2)-+-(P,). 

La grandeur R du vecteur résultant se calcule immédiate- 

ment dans le triangle AP4 R ; appelons P^ P2 l'angle des deux 
vecteurs composants Pi AP2 ; l'angle AP4 R est le supplément 
de cet angle ; on a donc 

R2 .-=: Pf -i- P| -^. 2P1 P2 COSPt Pj. 

Détermination analytique de la résultante de deux vec- 
teurs. — Prenons trois axes quelconques et appelons Xj , Y^ , 
Z| et X2, Y2, Z2 les projections des deux vecteurs AP^ et 
AP2, X, Y, Z celles du vecteur résultant AR. 

D'après le théorème des projections, si l'on considère le con- 
tour polygonal AP4 R et le vecteur AR ayant même origine et 
même extrémité, la projection de AR sur un axe est égale à 
la somme des projections des côtés AVt et P^R du contour; 
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en projetant successivement sur les trois axes on a ainsi les 
trois équations 

qui définissent la résultante. 

Examinons quelques cas particuliers. Il peut arriver que 
Tangle des vecteurs P, et P2 soit nul : alors les deux vecteurs 
composants ont même direction et même sens; le vecteur 
résultant a également la même 
direction et le même sens et sa 
grandeur est égale à la somme 
des grandeurs des vecteurs com- 
posants. 

Il peut arriver que l'angle des 
deux vecteurs donnés soit de 180°; ces deux vecteurs onl 
alors des sens opposés {fig^ 9). Le vecteur résultant AR a le 
sens du plus grand des deux et 
pour longueur la différence des 
deux longueurs. 

Il peut arriver enfin que les 
vecteurs P, et Pj soient égaux 
et opposés ; alors ' leur somme 
est nulle : le point R coïncide 
avec le point A. 

Trois vecteurs. — Soient trois 
vecteurs P,, P2, P3 d'origine 
commune A. Par l'extrémité P^ 
du premier vecteur menons un 

vecteur P| Q2 égal au deuxième P2, puis par le point Q2 un 
vecteur Q2R égal au troisième P3 {fig* 10). Le vecteur AR^ 
d'origine A et d'extrémité R, est la somme géométrique des 
trois vecteurs donnés. Ge vecteur est indépendant de l'ordre 
dans lequel on prend les trois vecteurs donnés, car le point R 



Fig. 10. 
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est le sommet opposé aii point A dans le parallélépipède 
construit sur APi, AP2, AP3. 

Pour exprimer que R est la résultante de P|, P2, P3, on 
écrit l'égalité géométrique 

On peut remarquer que, pour obtenir R, on peut faire d'abord 
la somme de deux des vecteurs, puis composer cette somme 
avec le troisième. Par exemple, dans \2ifig, 10, le vecteur AQ2 
représente la somme géométrique de Pi et P2 et AR est la 
résultante de celte somme et de Ps. 

Analjtiquement, appelons X,, Y|, Z, ; X2, Y2, Z2 ; X3, 
Y3, Z3 les projections des vecteurs composants P^, P2, P3 
et X, Y, Z celles du vecteur résultant R. Le vecteur AR fer- 
mant le contour polygonal AP<Q2R, sa projection sur un 
axe quelconque est égale à la somme des projections des côtés 
du contour sur le même axe. On a donc 

Y- Y,-+- Y2-1-YS, 
Z = Zi -f- Zj -h Z3. 

Il peut arriver que la somme géométrique soit nulle; cela aura 
lieu si le point R coïncide avec A; alors X, Y, Z seront nuls. 

Cas général. — Soient n vecteurs Pi, P2, . . ., P« d'ori- 
gine commune A. Par l'extrémité P| du premier menons un 
vecteur P| Q2 [fig- 1 1 ) égal au deuxième P2, par Qo un vec- 
teur Q2Q3 égal au troisième P3, ... et ainsi de suite, par 
Q«-i un vecteur Q,i_i R égal au dernier P«. La droite AR est 
\'À somme géométrique ou résultante des vecteurs donnés. 

Cette somme est indépendante de l'ordre dans lequel on 
prend les vecteurs composants pour les porter bout à bout. 
Gela résulte de ce que l'on peut intervertir l'ordre de deux 
vecteurs composants consécutifs sans en altérer la somme : 
en efl'et, si l'on intervertissait P2 et P3, on aurait à mener 
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par P, un vecteur P| Q2 égal à P3, puis par Qg un vec- 
teur Q2 Q» égal à P2 ; on 

arriverait ainsi au même ^*^' "' 

point Q3, car la figure 
P4 Q2 Q3 Q'2 est un paral- 
lélogramme. Puisqu'on 
peut intervertir deux 
vecteurs consécutifs, on 
peut les ranger dans un 
ordre quelconque sans 
changer leur somme géo- 
métrique. Ce fait ré- 
sulte d'ailleurs immé- 
diatement de la détermination analytique de la résultante. 
Si l'on appelle X^, Y^, Z| ; Xg, Y2, Z2; ... ; X„, Y,,, Z,^ 
les projections des composantes, X, Y, Z celles de la résul- 
tante, le théorème des projections donne 

Y=Y,-hY,-4-...-hY„, 

ta = Jiii -+- Zi2 ~^~ • • • "J" ^/l« 

Ces valeurs X, Y, Z sont évidemment indépendantes de l'ordre 
dans lequel on prend les composantes. 

On voit aussi que, pour faire la somme géométrique de vec- 
teurs concourants, on peut les partager en groupes d'une 
façon quelconque, faire la somme des vecteurs de chaque 
groupe, puis la somme de ces sommes. 

Pour exprimer que R est la somme géométrique de Pi, 
Pj, . . ., P,/, nous écrirons en mettant des parenthèses 

(R) = (PO-f-(P,)-i-...-+-(Pn). 



6. Différence géométrique ou décomposition d'un 
vecteur en vecteurs concourants. — Dans certains cas on 
décompose un vecteur donné en vecteurs concourants, c'est- 
à-dire qu'on détermine des vecteurs dont le vecteur donné 
est la résultante. Ce problème n'est pas déterminé sous cette 
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forme générale, pas plus que ne serait en Arithmétique le 
problème de décomposer une somme en parties; nous allons 
en examiner quelques cas particuliers. 

1» Décomposer un vecteur R en deux composantes, con- 
naissant Tune de ses compo- 
. santés. — Soit AR un vec- 
' teur {^fig* 12), AP, une de 
ses composantes, l'autre com- 
posante AP2 sera égale au vec- 
teur P|R. Ce vecteur Pg qui, 
ajouté géométriquement à P<, 
donne le vecteur R, s'appelle 
la différence géométrique de R et Pi et l'on écrit 

(P,) = (R)-(P,); 

cette relation peut alors être considérée comme une consé- 
quence de la relation 

(R) = (PO-^(P,). 

On peut construire aussi P2 en remarquant que P2 est la 
résultante de R et d'un vecteur ( — P< ) égal et opposé à Pi . 




Fig. i3, 



2^ Décomposition d'un vecteur suivant deux directions. . — 
Soit un vecteur AR et deux direc- 
tions différentes Kx et h.y {fig* 1 3) 
qui sont dans un même plan 
avec AR. On peut toujours, et 
d'une seule façon, décomposer AR 
suivant ces deux directions : pour 
cela il suffît de mener par R des pa- 
rallèles aux deux directions données 
et de prendre les points V^ , P2 où 
ces parallèles coupent les droites 
indéfinies k.x et h.y\ les deux vec- 
teurs AP, et AP2 répondent à la 
question. 





Fig. li 
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3" Décomposition d'un vecteur suivant trois directions 
données. — Soient trois direc- 
tions Axy Ay et A^, formant un 
trièdre (Jig^ i4)î on peut toujours 
décomposer un vecteur AR en trois 
autres dirigés suivant ces trois di- 
rections; pour cela on mène par R 
des plans parallèles respectivement 
aux trois plans j/" A 5, zAx, xAy] 
ces trois plans coupent les droites 
indéfinies A^, A^, As en trois 
points P|, Pj, P3; les trois vec- 
teurs AP|, AP2, AP3 répondent à la 
question. 
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A. — MOUVEMENT KECTILIGNE. 

7. Définitions. — Quand on dit qu'un corps est en repos 
ou en moiwement, on sous-enlend toujours que ce repos ou 
ce mouvement ont lieu par rapport à certains autres corps; 
ainsi un objet immobile à la surface de la Terre est enxepos 
par rapport à la Terre, la Terre elle-même est en mouvement 
par rapport au Soleil. En d'autres termes on n'observe que 
des mouvements relatifs. Cependant on peut imaginer trois 
axes de coordonnées absolument fixes : le. mouvement d'un 
corps par rapport à ces axes s'appellera mouvement absolu 
du corps. Le mouvement absolu est donc une pure abstrac- 
tion; mais les mouvements relatifs pouvant toujours être 
ramenés aux mouvements absolus et ceux-ci étant soumis à 
des lois plus simples en Dynamique, il convient de com- 
mencer par l'étude du mouvement absolu. Pour la même 
raison on étudiera d'abord le mouvement d^un point avar.t 
d'aborder l'étiîde du mouvement d'un corps de forme quel- 
conque. 

Le point en mouvement est un mobile, et le lieu des posi- 
tions qu'il occupe successivement constitue sa trajectoire, La 
science du mouvement considéré indépendamment des causes 
qui le produisent s'appelle la Cinématique, Elle résulte de la 
combinaison des deux idées à! espace et de temps et ne néces- 
site, par suite, que l'emploi des deux unités fondamentales de 
longueur et de temps, pour l'évaluation de toutes les gran- 
deurs qu'on y définit et qu'on y mesure. 

8. Mouvement d'un point. — Soient trois axes O^, Oj^, 
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0^, absolument fixes et un point mobile M, dont les coor- 
données (Jlg- i5) ^,y, z sont des fonctions continues don- 
nées du temps ^, 

La courbe décrite parle point est la trajectoire du mobile : 
ses équations s'obtiennent 

. Fig. i5. 



A. 




en éliminant t entre les 

équations qui définissent x^ 

fy Zy en fonction de t et 

qu'on appelle les équations 

(lu mouvement. On peut 

aussi définir le mouvement 

de la façon suivante : on 

donne la trajectoire, puis, 

prenant sur cette trajectoire un point Mo comme origine des 

arcs, un sens MqS comme sens des arcs positifs, on donne en 

fonction du temps la valeur algébrique s de Tare Mo M qui 

sépare le mobile du point M©, appelé origine des espaces, 

9. Mouvement rectiligne. — On dit que le mouvement 
est rectiligne quand la trajectoire est une droite. Si l'on prend 
cette droite pour axe des x^ les deux modes précédents de dé- 
finition du mouvement se confondent et le mouvement est 
défini par l'expression de l'abscisse du mobile en fonction du 

temps, 

x^^{t), 

« 

qu'on di^^eWe Y équation du m,ouvement. 

On prendra sur la droite un point fixe O qui sera l'ori- 
gine des espaces, et à partir duquel on portera, à droite ou 
à gauche, les espaces suivant que x sera positif ou négatif. 

10. Mouvement uniforme. — Le mouvement rectiligne 
le plus simple est le mouvement uniforme. C'est un meuve- 
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ment dans lequel le mobile marche toujours dans le même 
sens de telle façon que les espaces parcourus soient pro- 
portionnels aux temps employés à les parcourir. 

Un cycliste suivant une route droite à une allure régulière 
donne Timage du mouvement rectiligne uniforme. S'il fait, 
par exemple, 7™ à la seconde, il fera i4"* en deux secondes, 
'ii"^ en trois secondes, 3",5o en une demi-seconde, etc. 

Équation du mouTement. — Soient x^ l'abscisse du mobile 
à l'origine des temps t =i o^ x son abscisse à l'instant t : le 
rapport 

3" — yp 
/ 

est, en valeur absolue, égal au rapport du chemin parcouru au 
temps employé à le parcourir; ce rapport a donc une valeur 
absolue constante. Nous allons voir, en outre, que le signe de 
ce rapport est constant et que ce signe indique le sens dans 
lequel se meut le mobile. 

i^ Le mobile se meut dans le sens positif de O^; alors, 
quand le temps croît, x croît également; si donc / est positif, 
X — Xq l'est aussi et le rapport est positif; si t est négatif, 
X — Xq l'est aussi et le rapport est encore positif ; on a donc 

dans ce cas 

or — xo j 

k désignant une constante positive, 

2® Le mobile se meut dans le sen5 négatif de Ox. Alors, 
quand le temps croît, x décroît; si donc t est positif, x — x^ 
est négatif et inversement;^ le rapport est donc négatif et 
l'on a . 

t ~ \ 

-k désignanl? une constante négative,: . 
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En résumé, Péquation du mouvement uniforme est dans 
tous les cas 

Réciproquement, tout mouvement défini par une équation 
du premier degré entre x et / de la forme ci-dessus est uni- 
forme : en effet le mouvement défini par 

X ^= x^-\- kt 

possède, quels que soient x^^dX^k^ les deux propriétés qui carac- 
térisent le mouvement uniforme. D'abord, le mobile marche 
toujours dans le même sens, car, t croissant, x augmente 
quand k est positif et diminue quand k est négatif; ensuite les 
espaces parcourus sont proportionnels aux temps employés à 
les parcourir, car, en appelant ^x la variation subie par l'ab- 
scisse quand t croît de A^,,on a 

1 . A.r , 

A;a7 = A: Af , — - = k, 

Ar 

ce qui démontrée la deuxième propriété. 

Vitesse. — Soit M la position du mobile à l'instant ^, M| 

sa position à l'instant t -\- A^, A^ étant positif; la grandeur 

géométrique MM| a pour valeur algébrique, estimée suivant 

l'axe O^, Lx. Si dans le sens MM| on porte, à partir de M, 

. ]y(]y| 
une longueur MV égale à —r~y la grandeur géomé- 

trique MV {fig* i6) est la vitesse du mouvement uniforme. 

Fig. i6. 



M M^ V •«' 



On appelle valeur algébrique v de cette vitesse la longueur 
du segment vitesse MV, précédée du signe -h ou du 
' aC. 2 
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« 

« 

signe — , suivant que ce segment est dirigé dans le sens posi- 
tif ou le sens négatif de l'axe. On a alors, en grandeur et en 

signe, 

Aa? 

" = 17' 

car la valeur absolue de MM< est égale à celle de A^ et le 
signe de p est le même que celui de.Ao:. 

D'après l'équation du mouvement, la vitesse du mouvement 
rectiligne uniforme est constante en grandeur, direction et 
sens, car on a, quels que soient t et A^, 

A.r = A Af , (;=——= A:. 

A/ y 

Si A^ = r, on voit 'que (^ = Lx] on peut donc dire que la 
vitesse dans un. mouvement rectiligne uniforme est, en 
grandeur, direction^ et sens, V espace parcouru dans 
V unité de temps. 

Signification physique des constantes. — La constante Xq 
représente l'abscisse du mobile à l'origine des temps. La con- 
stante k est la' vitesse v du mobile. On peut donc écrire l'équa- 
tion générale du mouvement uniforme 

où la signification des constantes est en évidence. 

En particulier, si l'on convient de prendre pour origine des 
espaces la position du mobile à. l'instant t=^o,XQ est nul et 
Péquation du mouvement prend la. forme simple 

X ^= Vt, t 

H . • Mouvement rectiligne varié. — Tout mouvement qui 
n'est pas uniforme est dit vctrié. Soit un mouvement rectiligne 
varié défini par l'équation ^ = (p(^), Le déplacement MM| que 



1^.--» 
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subit le mobile quand t croît de àt est une grandeur géomé- 
trique dont la valeur algébrique est àx. . 

Vitesse. — Si dans le sens MM< {Jig* 17) on porte une 

' Fig: 17. 
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longueur MW. égale à —^ » le vecteur MW, dont la valeur 

algébrique ^st — > s'appelle vitesse moyenne du mobile dans 

l'intervalle de temps A^. C'est la vitesse que posséderait un 
mobile fictif animé d'un mouvement uniforme et allant de M 
en M< pendant le même temps A^. Si A^ tend vers zéro, le 
vecteur MW tend vers un vecteur limite MV dont l'exprès- 

cLcp 

sion algébrique v est la dérivée x\ ou —^ ou <p'(^), que l'on 
appelle vitesse du mobile à V instant t. 

Exemple. — Il est évident que dans un mouvement uni- 
forme 

X = x^-Jf kl 

nous devons, en appliquant la règle générale, retrouver pour 
la valeur algébrique de la vitesse à un instant le nombre k 
que nous avons appelé vitesse de ce mouvement. On a, en 
effet, en preaant la dérivée de x par rapport à ^, 

, dx j 

Réciproquement, nous pouvons maintenant démontrer que, 
si dans un mouvement rectiligne la vitesse à chaque instant 
est constante, ce mouvement est uniforme. En effet, la vitesse 
étant égale à une constante A", la dérivée de x par rapport à t 



f 
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est égale à A*, 

dx , 

d'où, en remontant à la fonction primitive, 

Xo désignant une constante. Le mouvement est donc uniforme.* 

Accélération. — Un mouvement rectiligne uniforme peut 
être caractérisé par ce fait que sa vitesse à chaque instant 
est constante en grandeur et direction. Dans un mouvement 
rectiligne varié, la vitesse est variable et il est utile de se 
rendre compte, d'une façon précise, de la variation de la » 
vitesse aux divers instants du mouvement. . On est' ainsi con- 
duit à la notion du vecteur accélération. 

Imaginons tin mobile M parcourant Taxe O^r et possédant 
à l'instant t la vitesse représentée par le vecteur MV dont la 
valeur algébrique est ç {^fig- 17)» Quand t varie, la vitesse MV 
conserve la même direction, mais varie en grandeur et en 
sens. Pr/enons une origine fixe O' et menons à partir de cette 
origine un segment O^M' égal et parallèle à MV; quand avarie, 
les points M' se trouvent toiis sur un axe O' a:' parallèle àO^, 
et l'abscisse x^ du point M' sur cet axe est évidemment égale à 
la vitesse v du point M : :r'= (^. 

Si la vitesse du point M était constante, le point auxiliaire 
M' serait immobile ; la vitesse du point M étant variable avec t^ 
le point M' se déplace et cela d'autant plus vite que la vitesse 
de M varie plus rapidement. 

On appelle accélération du point M à V instant t un 
vecteur MJ égal à la vitesse M' J du point M'. La valeur algé- 
brique Y de ce vecteur est la valeur algébrique de l'accéléra- 
tion : on a donc 

_ dx^ __ dv 
^~ W ^ di' 



\ 
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OU encore, comme c est la dérivée première de X par 



En résumé l'accéléralion est, comme la vitesse, un y 
leur MJ dont la valeur algébrique y est la dérivée de v 
rapport à /, c'est-à-dire la dérivée deuxième de x par rapf 



Exemple. — Dans un mouvement recliligne et unifoi 
le vecteur vitesse est constant en grandeur et directi 
if^^const.; l'accéléralionest donc nulle. Réciproquement 
un mouvement rectiligne est tel que son accélération : 
constamment nulle, il est uniforme. En effet, dans cette hy 
thèse on aurait 



donc V serait constante et le mouvement uniforme. 

Mouvement rectiligne accéléré on retardé. — On dit qu 
mouvement est accéléré quand sa vitesse croît en val 
absolue; il est retardé quand sa vitesse décroil en val 
absolue. En d'autres termes le mouvement est accéléré 
retardé suivant que le carré c^ augmente ou diminue. 

Donc le mouvement est accéléré quand la dérivée 

dt ^"^^ dt~ '^""^ 

est positive, il est retardé quand cette même quantité 
négative. On peut dire aussi que le mouvement est accél 
quand cet"^ ont le même signe, c'est-à-dire quand lesvecte 
vitesse et accélération ont le même sens ; il est retardé dan 
cas contraire. 
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i2. MouTement rectiligne uniformément 

Nous avons vu, plus haut, que le mouvement uniforme est 
caractérisé parce fait que son accélération est nulle. Le mou- 
vement rectiligne qui se présente comme le plus simple, 
après le mouvement uniforme, est alors un mouvement dans 
lequel l'accélération aurait une valeur constante différente de 
Méro, Un tel mouvement est dit uniformément varié. 

Équation du mouvement. — Soit y la valeur constante de 
Taccélération ; on aura, en appelant v la valeur algébrique de 
la vitesse, 

dt ~ ^^' 
d'où, en prenant la fonction primitive, 

(1) i; = i;o-i-Yf, 

Vq désignant la vitesse du mobile à Pinstant I = o. Mais 
V = -,-; on a donc 

dx 

d'où, en prenant la fonction primitive et remarquant que Vq 
et Y sont constants, 

(2) X = XQ-^VQÎ-t- -yt^j 

2 

Xq étant une constante qui représente la valeur de x 
pour f = o, c'est-à-dire l'abscisse du mobile à l'origine du 
temps. Cette équation (2) est l'équation du mouvement uni- 
formément varié. 

On voit que, dans l'équation du mouvement, x est une 
fonction du deuxième degré en t. Inversement, toutes les fois 
que X est une fonction du deuxième degré en t 
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le mouvement est uniformément varié, car en prenant 
dérivée première on a la vitesse 



et en prenant encore une fois la dérivée on a l'accélératioi 

qui est constante. 

Théorâm». — Dans un mouvement uniformément va 
la variation Ac de la vitesse pendant un intervalle A( 
proportionnelle à ^t et le rapport — est égal à l'accé 
ration constante y du m.ouvement. En effet l'éqitation 
donne immédiatement, si l'on fait croître t de Af et c de Ai> 

inversement si, dans un mouvement rectiligne, la vite 
varie proportionnellement au temps, le mouvement est u 
formément varié; en effet, par hypothèse, — est constant, 
hmite de ce rapportât c'est-à-dire l'accélération, est di: 
constante, ce qui est la définition même du mouvement u 
formément varié. 

Discussion. — Un mouvement uniformément varié es 
certains instants retardé et, à d'autres, accéléré. Pour 
montrer considérons, suivant la règle générale,' le produit 

i-Y=(''«'i-TO-f; 

ce produit s'annule à l'instanl 



où la vitesse s'annu|e. II est négatif quand ( < (, et pôs 
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quand / >> /i ; le mouvement est retardé pour t <[ t\ et accé 
léré pour t> t\. 

Pour discuter complètement le mouvement on est ramené 
à discuter la variation d'un trinôme du deuxième degré. Sup- 
posons, pour fixer les idées, y >■ o et reprenons les équations 

I 

a? == a7o-+- t'o^-H -ï^*» 

dx 

la variable indépendante i va toujours en croissant, la vitesse 

s'annule à l'instant ^i = — -^; tant que t<it^ la vitesse est 

négative, x va en décroissant, le mobile M marche dans le 
sens négatif; pour ^>> /| la vitesse est positive, x croît et le 
mobile marche dans le sens positif. A l'instant t-=t^^ x prend 
sa valeur minimum 

et le mobile occupe une position 04, qui est la plus à gauche 
de toutes les positions qu'il peut prendre {Jig» i8). En résumé 

Fig. i8. 



Cl M cr 

quand y est positif, avariant de — oo à -f-oo, le mobile vient 
de l'infini à droite jusqu'au point 0| , qu'il atteint pour t= t^^ 
puis retourne de Oi^ à l'infini à droite; dans la première 
phase le mouvement est retardé, dans la deuxième il est 
accéléré. 

Si l'on prend un point déterminé M d'abscisse x pJus 
grande que x^ , le mobile passe deux fois en M, une fois en 
marchant vers 0«, et une fois en s'en éloignant; il est à re- 
marquer que les deux vitesses correspondantes sont égales et 
de signes contraires. C'est ce que l'on voit immédiatement en 
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exprimant v en fonction de x. En élevant l'expression dq ç' au 
carré on peut écrire 



''= vl-i-i-((vQt-h ^T'M, 



c'est-à-dire, d'après l'expression de x, 

Cette formule donne pour p des valeurs réelles, à condi- 
tion que 

V- 

X "^ Xq ^ X '^ Xi. 

condition vérifiée ; les deux valeurs de v sont d'ailleurs 
égales et de signes contraires. 

Dans cette discussion, nous avons supposé y positif; on 
traiterait de même le cas de y négatif. 

Formeréduite de l'équation. — Remarquons, d'une manière 
générale, que l'on peut toujours chercher à simplifier l'équa- 
tion d'un mouvement rectiligne en choisissant convenable- 
ment l'origine des temps et l'origine des espaces. Actuelle- 
ment, prenons comme origine des temps l'instant où la.vitesse 
s'annule et comme origine des espaces la position correspon- 
dante du mobile. Dans ces conditions la vitesse r©, corres- 
pondant à / = o, est nulle et l'abscisse correspondante Xq est 
nulle. Les équations donnant x et i^ prennent alors les formes 

réduites 

I 

X = - yt^, ç=yt. 

2 ' * 

Avec ce choix d'origines on a deux formules correspon- 
dant à des énoncés très simples qui résument les lois de la 
chute libre des corps sans vitesse initiale et dans le vide : 

I** Les espaces parcourus sont proportionnels aux 
carrés des temps employés à les parcourir; 
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' Les vitesses sont proportionnelles aux temps ent- 
rés à les acquérir. . 

3. Mouvement TÎbratoire simplç. — Considérons un 
ivemenl rectîligne dont l'équation est 

I et S élanl des constantes; c'estùn mouvement périodique, 
ique le mobile repasse aux mêmes points à des intervalles 
.ernps égaux; en effet, si nous augmentons ï de — > l'arc 
+- S augmente de ait; les sinus de deux arcs qui diffèrent 
fa étant égaux, x reprend la même valeur, 
oit O l'origine des espaces (Jîg. 19); prenons comme 



îne des temps Tinstant où le mobile est au point A' 
iscîsse — a; on aura, pour (;=o, a:=, — a; on aura donc ■ 



'équation du mouvement s'écrit alors 



es pointsAetA'correspondentaux positions extrêmes + <* 
- a du mobile qui dans son mouvement vibratoire oscille 
>ur du point O. 

ppelons T le temps d'une oscillationdoubteou complète, 
t-à-dire le temps que le mobile met à aller de A' en A et 
ire retour en A', T sera ce qu'on appelle \a. période; elle 
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est caractérisée par ce fait qu'au bout du temps T le 

mobile reprend et la même position et la même vitesse ; on 

T 
voit d'autre part que x sera nul lorsqu'on aura « = j et par 

suite 



d'où 



et par suite 



T 

o = — acos(i> — • 

4 



(0 = 



*nz 



X = — aCOS27t Tj; 



La période ï est l'inverse du nombre N des vibrations à la 
seconde T =— • 

Dans l'étude des mouvementsi vibratoires x prend le nom 
A^élongation. 

On déduit de l'équation du mouvement, sous cette forme, 
les expressions de la vitesse et de l'accélération en fonction 
du temps 



dx 2TC .. ITZt 



atii sia (x)t. 



dv /ITZX^ ITZt 

Y = -T- = a ( -?p- I cos — =r- = Oto* cosw^. 

a s'appelle V amplitude du mouvement vibratoire. - 

atù est la vitesse maximum que prend le mobile au 

T 

temps y au passage au point O ; l'arc tùt a reçu le nom de 
4 

phase de vibration» 

La vitesse et l'accélération sont comme l'élongatîon 
représentées par des fonctions sinusoïdales du temps; le 
produit de ces quantités étant alternativement positif et né- 
gatif, le mouvement est alternativement accéléré et retardé. 

La discussion de ces équations peut se résumer' dans le 
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Tableau suivant : 

/ = o, 37= — a, V = Of ^ = -h atsi^. 

T 
4 

T 

r = — i a7 = -f-a, V = Oj Y= — aw'. 

3T 
t = —f x = Oj p= — ao), Y = ^• 

; = T, a? = — a, p = o, ^ =-h aoi^. 

De T à 2T, a;, ^ et Y repasseraient par les mêmes valeurs 
et ainsi de suite. 

De A' en O, le mouvement est accéléré; il est retardé de O 
en A, puisque, la vitesse étant positive, l'accélération est 
négative; de A en O, le mouvement est accéléré, la vitesse et 
l'accélération étant à la fois négatives; enfin, de O en A', le 
mouvement est retardé, la vitesse est dans cet intervalle néga- 
tive, alors que l'accélération est positive. 

On appelle aussi fréquence F le nombre N des oscilla- 
tions complètes à la seconde ; c'est, par conséquent, l'inverse 
de la période 

F=^=N. 

Expressions de la vitesse et de l'accélération en fonction 
de rélongation. — Dans le mouvement oscillatoire que nous 
venons d'étudier, le mobile passe une infinité de . fois par 
une même position M d'abscisse x^ comprise entre — a et 
+ a. Il y passe toujours avec la même vitesse en valeur ab- 
solue. En effet, en éliminant t entre les expressions dé x et 
de (^, on a immédiatement 

çt , 

—--4- 37*= a*. v=dta)i/a* — o?', 
w* 

d'où, pour chaque valeur de x^ deux valeurs de v égales et de 
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signes contraires, Tune correspondant au cas où le mobile 
passe en M en marchant dans un sens, et l'autre au cas où 
il passe en M en marchant en sens contraire. Quant à l'accé- 
lération, elle est dirigée vers le centre de vibration O et varie 
proportionnellement à la distance du mobile à ce centre ; on 
a en effet 

Y est donc de signe contraire kx et proportionnel à x. 

Formule générale. — Si l'on avait pris un cosinus au lieu 

d'un sinus 

X = a cos(a)^-l- 0), 

on aurait eu un mouvement identique, avec les mêmes con- 
clusions, sauf un changement dans l'origine des temps ; on 
peut en effet écrire cette dernière équation 



^ = «sin[a>(<+^)+8]. 



ou, en comptant le temps à partir de l'instant > 

a? = a sin(u><-f- 0). 

Il est évident qu'un mouvement défini par une équation 
de la forme 

.où A et B sont constants, rentre dans le précédent ; car, en 
déterminant deux constantes a et S par les équations 

A = acos8, B= — asinS, 

on a 

X = acos(a)^-F 8). 

14. Mouvement représenté par un sinus où un cosinus 
hyperbolique; loi de son accélération. — On sait que, 
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par définition, on appelle sinus ou cosinus hyperbolique 
d'une variable a les deux fonctions 



sha = > cna = 



'2 



On vérifie immédiatement les propriétés suivantes qui font 
ressortir Uanalogie de ces fonctions avec les fonctions circu- 
laires cosa et sina, 

ch( — a) = cha, sh( — a) = — sha, 

ch^a — sh*a = i„ * 

c?cha - dshcL , 

— ; — = sha, — -, — = cha, 

aa . aa 

* 

cha -+- sha = e*, cha — sha = e-o'. 

Quand a varie de o à +00 la fonction cha croît constam- 
ment de I à -j-oo, et la fonction sha croît constamm'ent de o 




à + 00. Quand a varie de — 00 à o, cha décroît de -h 00 à i 
et sha croît de — 00 à o. 

Les courbes représentatives des fonctions 

ont la forme indiquée sur la fig, 20. Les deux courbes sont 
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asymptotes l'une à Vautre à droite et tendent à devenir symé- 
triques y une de l'autre quand on s'éloigne à l'infini vers la 
gauche. 

1° Cela posé, prenons d'abord le mouvement défini par 
un cosinus hyperbolique 

■ 

a? = ach(a>^ -H 8), 

a, (0 et S étant des constantes dont noussupposerons les deux 
premières positives. 

•Comme un cosinus hyperbolique a pour minimum -|- i , 
X est toujours supérieur à a, sauf à l'instant 

■ ' 8 . • 

où X devient égal à a. 

Soit A le point d'absoisse a (Jlg- ai). Écrivons l'équation 

on en déduit pour la vitesse, en prenant la dérivée, 

Quand ^ <C! ^r, ^ < o, le mobile placé en M à droite de A 

Fig. 2T. 



M JO 



marche vers A avec une vitesse décroissante en valeur abso- 
lue (mouvement retardé); pour t = ti îe mobile est arrivé 
en A avec une vitesse nulle; pour ^ > ^<,' ç^ >> o, le mobile 
s'éloigne vers la droite et quand t augmente indéfiniment il 
s'éloigne indéfiniment, avec une vitesse indéfiniment crois- 
sante (mouvement accéléré). 

Pour terminer, exprimons comme dans la question précé- 
dente la vitesse et l'accélération en fonction de x. D'abord, en 
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éliminant t enU-e les expressions de x et de (^, on a 

quand a: est supérieur à a, cette formule donne pour v deux 
valeurs égales et de signes contraires correspondant, l'une à 
l'aller, l'autre au retour. 
L'accélération est 

Y = -T- =«u)'chu>(^ — fj), 

Y = CD* a?; 

elle est dirigée dans le sens OM et est proportionnelle à la 

distance OM. 

2° Prenons maintenant un mouvement défini par un sinus 

hyperbolique 

a? = a sh(tD^-+- 8), 

où nous supposerons encore a et w positifs. Dans ce mouve- 
ment, X s'annule à l'instant 

8 • • 

donc, à cet instant, le mobile passe en O. Écrivons l'équation 

nous avons pour la vitesse 

p = a 0) ch to ( ^ — ti). 

Cette vitesse est positive et a pour minimum la valeur a^ 
qu'elle atteint pour ^ = ^4 au moment où le mobile est en O. 
Le mobile marche dans le même sens de l'infini à gauche à 
l'infini à droite avec une vitesse d'abord décroissante jus- 
qu'à O (mouvement retardé), puis croissante du point O à 
l'infini (mouvement accéléré). 
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Efl fonction de ^, la vitesse est ici 

Faccélération est 

Y = a 10* sh o) ( ^ — ^1 ), 

Y = (o'a:; 

l'accélération est encore dirigée dans le sens OM et est pro- 
portionnelle à la distance OM. 

3** Les deux mouvements précédents peuvent être regardés 
comme des cas particuliers du mouvement défini par une 
équation de la forme 

A et B désignant des constantes, ou en faisant 

A-f-B . A — B 

= A, = fi, 

2 2 ' 

X et [A étant deux nouvelles constantes. 

Deux cas principaux sont à distinguer suivant le signe du 
produit X|JL. 

Si X et [JL sont de mêmes signes on peut déterminer deux 
constantes a et S par les relations 



2 '^ 2 

qui donnent 

a = 2/X]I, 28 = Log--; 

l'équation du mouvement devient alors 

X = a ch{tji) t -{- 8). 

Si X et [JL sont de signes contraires, on pourra déterminer 
AG. 3 
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a et 8 par les équations 

r > « fi . a f 



h.7 
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a = .2v/-X|JL, 28 = Log^- -j; 



l'équation du mouvement est alors 

a? = a sh (to^ -^ 0). 



^'^. Enfin il pourrait arriver que X ou [jl fût nul. Si ). = o, on a 

le mouvement 

qui présente cette circonstance particulière que, t variant de 
— 00 à 4- 00, le mobile s'avance constamment vers le point O, 
dont il s'approche autant qu'on le veut sans jamais y arriver. 
En même temps, sa vitesse i' = — (jL03e~^'= — o)^ tend 
vers zéro. 

Pour [X = o on a 

quand t est négatif et très grand, le mobile est très voisin de 
l'origine et sa vitesse (^ = Xa)e^'= o)^ est très petite; 
t augmentant, le mobile s'éloigne de plus en plus avec une 
• vitesse croissante. 

Dans tous ces mouvements l'accélération est 
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15. Composition de plusieurs mouvements rectilignes 
dirigés suivant la même droite. 

A. Deux mouvements uniformes. — Supposons une 
droite Ox sur laquelle se meut d'un mouvement uniforme, 
avec une vitesse constante v^ un mobile M; il parcourra 
dans le temps A^ un espace MM'= çtkt\ mais imaginons que, 
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en même temps, la droite Ox glisse (Jlg. 22) sur la drt 
d'un mouvement uniforme de vitesse v*, tel qu'au 
temps iï le point M' de cette droite occupe la pos 



définie par M'M"^ ("'Af. Le mobile sera, en réalité, 1 
dans le temps A/ îl aura parcouru 

MM'= MM'-i- M'M'= (d + v'}M. 

Tout se passe donc comme s'il n'y avait qu'un se 
vement, dont la vitesse constante serait définie par 



B. Deux mouvements variés : 1 " Composition des 

— Supposons <^ue les déplacements précédents MM' 

aient été efl'ectués d'un mouvement varié; l'esp^ace j 

pendant le temps \t sera toujours MM" tel que l'on i 

MM'=MM'+M'M'. 

Divisons tous les termes de celte égalité par i( 

MM' _ Mi\r M'M' 

par définition les termes de cette égalité expriment le: 
moyennes des mobiles qui iraient de M en M", de M 
de M' en M" dans le temps \t. En passant à la limi 
à-dire en faisant tendre At vers zéro, ces vitesses n 
deviennent la vitesse V au temps t du mouvement 
et les vitesses c et t' des mouvements composants 

' Donc, d'une façon générale : quand on compc 
mouvements rectilignes quelconques, suivant l 
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droite, la vitesse résultante est la somme algébrique des 
deux vitesses des mouvements que Von compose, 

a® Composition des accélérations. — Elle résulte immé- 
diatement de celle des vitesses, puisque, à chaque instant, 
l'égalité (i) est satisfaite; dérivons tous ses termes par 
rapport à t : nous aurons 



dt 



dv 
dt 



d^ 

Ut 



ces expressions sont Taccélératiop F au temps ^ du mouvement 
résultant et les accélérations y et«Y des mouvements compo- 



sants; donc 



r=YH-Y'. 



Quand on compose deux meuglements rectilignes quel- 
conques, suivant la même droite^ V accélération du mou- 
vement résultant est la somme algébrique des deux accé- 
lérations des mouvements que Von compose. 

Il est évident, d'après cela, que ces deux théorèmes peuvent 
être étendus à un nombre quelconque de mouvements recti- 
lignes dirigés suivant la même droite. 

16. Composition de deux mouvements vibratoires 
parallèles et de même période. 

Considérons en un même point et au même instant deux 
mouvements vibratoires parallèles caractérisés par une même 
période T, mais présentant une différence de phase, et prenons 
la phase du premier comme origine des phases ; les équations 
de ces mouvements seront, par exemple, de la forme 



Xi =|ai sin -=- > 

. f ITZt 



')■■ 



les élongations s'ajoutent algébriquement et l'élongation X 
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du mouvement résultant est 

X = iF| -h oTj = ai sin -= — h ax sm 1 -= — h a j 
OU, en développant, 

(i) X = ai sin-=; — h a% sin -=— cosa -H a^ cos -=- sina. 

Cherchons à mettre cette équation sous la forme 

c'est-à-dire à représenter la somme des élongations des deux 
mouvements vibratoires superposés par une élongation unique 
de même période, mais de phase différente; développons, il 
vient 

a ) X = A sin -=- cos o -f- A cos -=r sin 

et en identifiant les équations (i) et (2') 

A cos 8 = ai -h «j cosa, 
A sin 8 = a] sina; 

en ajoutant membre à membre, après avoir élevé au carré, 
on a 

(3) A*aa af -4- a| -h 2ai aj cosa 
et en divisant membre à membre 

//v ^ «jsina 

(4) tangS = 



a|-+- aj cosa 



la première de ces équations fait connaître l'amplitude du 
mouvement vibratoire résultant, la seconde donne la quan- 
tité S qui définit sa phase. 
La valeur de A est toujours réelle, carie minimum de cosa 
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et dans ce cas l'expression de A est le carré de 
;î); l'équation (4), de même, donne toujours une 
réelle pour S. 

eut faire, au sujet des vitesses ou des accélérations 
t aussi sinusoïdales, des calculs semblables et qui con- 
à des conclusions analogues. 

isœ^^i, c'est-à-dire si a =^ o ou 2/JTt, ce qui veut dire 
lifierence des phases du second mouvement vibratoire 
iporl au premier est nulle, ou égale à un nombre 
fois n, on a 



ïliludes s'ajoutent; si, au coniratre, cosoi = 
ive lorsqu'on aa = (2/2+ 1)71, on voit que 



s amplitudes des deux mouvements superposés sont 
A devient nul, l'amplitude du mouvement vibratoire 
it s'annule, il y a extinction du mouvement vibratoire, 
lène auquel on donne le nomd' interférence. 

(Composition de n vibrations parallèles de même 

e. — Imaginons qu'en un même point se superposent 
ations parallèles différant par l'amplitude et par la 
mais de même période, et soient 



ations de ces n mouvements. 
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- L'équation du mouvement résultant est 

'?.TZ t '2.TZ t 

X = 2 iFi = sin ~=r- 2 a\ cos «i -h cos -7=- 2 aj sin «i ; 
elle peut se mettre sous la forme 

X = Asin(?f'+o).! 

On a en effet, en développant et en identifiant, 

A cos '2 iro = 2 «1 cos aj , 
A sin 'XTz^ = Sai sinai ; 

d'où l'on déduit 

A- = (2ai cosaj )--r-(2a, sin a, )-, 

^ 2ai sin «i 
tang27ro = • 

!«! cos ai 

Les valeurs de A et de 8 sont toujours réelles; le mouve- 
ment résultant est donc un mouvement vibratoire de même 
période; il serait facile d'écrire les équations analogues qui 
feraient connaître la vitesse et l'accélération. 

18. Composition de deux vibrations parallèles de pé- 
riodes inégales. — Soient deux mouvements vibratoires de 
périodes inégales et n'ayant ni la même amplitude ni la même 
phase; leurs élongations peuvent être représentées par 

Xx = ai sin -=r-j 



<\ 
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Xi= ajsinf -jp- H- 

Posons 

air 2Tr 
-fr = -Y 



e. 



) 



la seconde expression peut s'écrire 

a?j = as sm ( -7=- < H- £ < -r- 1 . 
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Le calcul sera conduit exactement comme dans les cas précé- 
dents à condition de remplacer 8 par e^ 4- 8 ; on aura 

A'= aJ-f-ajH- aaïAs cos(e^ ■+■ 8). 

L'amplitude sera donc fonction du temps; elle passera par 
des maxima et des minima correspondant aux valeurs + 1 
et — I du cosinus. On aura pour e^ -f- 8 = 2mz des maxima 
A^ = (aj -h aa)^, et pour (e^-+- 8) = (2/1 + i)ti des minima 
A^ = (ai — «a)^ qui pourront même être nuls si a^ = aj. 

Ces maxima et ces minima se suivront à des intervalles 
réguliers; soit 8 le temps qui sépare deux maxima; deux 
maxima qui se suivent sont caractérisés par 

e^ -h 8 = 2/17:, 

ê( f -f- 6 ) -h 8 = 2( /H- l) 7C, 

d'où, en retranchant 

£6 = 2 71 

et en remplaçant s par son expression, il vient 

ft _ ^^ _ ' _ xr . 

T' T 

en remplaçant T et T' par les inverses -j^» -j^ des nombres des 

vibrations a la seconde correspondant à chjique mouvement 
vibratoire on obtient 

le nombre n des maxima à la seconde est donc 

Le nombre de maxima à la seconde produits par deux 
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mouvements vibratoires de périodes inégales est égal à 
la différence du nombre de leurs vibrations à la seconde. 

19. MouYement périodiquement uniforme. — Le mou- ^fu^é/ 
veinent périodiquement uniforme est celui qu'on obtient 
lorsqu'on compose un mouvement vibratoire simple avec un 
mouvement rectiligne uniforme sur la droite sur laquelle 
s'exécute la vibration. 

Soit 

ar' = Xt -+- Po £ 

l'équation du mouvement uniforme, où k\ est une constante, 
et soit 

ac^ =z a sin(w/-4- 8) 

l'équation du mouvement vibratoire. 

L'équation du mouvement résultant sera, d'après les théo- 
rèmes précédents 

la vitesse sera donnée par la formule 

(a) V = — p- = vo ^- «««> cos(u)<H- $) 

at 

et l'accélération sera 

d\ , 

(3) Y = -1- = — afa)*sin(w^ -+- ô). 



B. - MOUVEMENT CURVIUGNE. 

20. Mouvement curviligne sur une trigectoire donnée- 
Vitesse. — Soient M et M i les positions du mobile sur 
la trajectoire aux instants ^et ^H- A^. Portons surMMf, dans 
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Fig. 23. 



le sens MM|, une longueur MW égale à — ^^ {^fig- ^3) ; 

le vecteur MW s'appelle vitesse moyenne du mobile pen- 
dant le temps Af ; c'est 
la vitesse que posséde- 
rait un mobile fictif 
animé d'un mouvement 
rectiligne uniforme qui 
parcourrait le segment 
de droite MMi dans le 
temps ùkt. Lorsque A< 
tend vers zéro, la vitesse 
moyenne M W tend vers 
un vecteur limite MV, 
tangent à la trajectoire en M, que l'on appelle vitesse du 
ntobile à V instant t, et qui représente cette vitesse en gran- 
deur, direction et sens. 

Supposons le mouvement défini par la trajectoire et par 
l'expression de l'arc MoM = 5 en fonction de t. Comme le 
rapport de l'arc MM^ à la corde MM^ tend vers l'unité quand 
A^ tend vers zéro, la vitesse a pour valeur absolue 

arc MM| _, ds 
"ÂÏ ~~" 'dt' 




lim 



Si l'on mène la tangente à la trajectoire MT dans le sens 

des arcs positifs, la vitesse est dirigée dans le sens MT, ou en 

ds 
sens contraire, suivant que -j- est positif ou négatif. Donc la 

valeur algébrique v de la vitesse estimée positivement dans 

ds 
le sens MT est^« Quand cette vitesse ç'^st constante en 

grandeur et signe, on dit que le mouvement curviligne est 
uniforme. 

Accélération. — La conception de l'accélération dans les 
cas les plus simples appartient à Galilée. 



Fig. 24. 
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Soient MV, M| V< les vitesses du mobile aux instants t et 
t + A/ {fig, 24). Menons par M un vecteur MU égal et paral- 
lèle à M, V, et soit MH la diffé- 
rence géométrique entre MU 
et MV, c'est-à-dire la grandeur 
géométrique qu'il faut compo- 
ser avec MV pour obtenir MU. 
Si l'on porte sur MH une lon- 
gueur MI égale à — -» le vec- 
teur MI est V accélération 

moyenne du mobile pendant le temps ùkt. Quand A^ tend vers 
zéro, ce vecteur MI tend vers une limite MJ, qu'on nomme 
accélération du mobile à V instant t. 

Gomme le plan MVU a pour limite un plan appelé plan 
osculateuren M. à la trajectoire^ l'accélération MJ est située 
dans le plan osculateur. 

21 . Hodographe. — On ramène facilement la notion d'ac- 
célération à celle de vitesse. Un point M étant en mouvement 
sur une trajectoire {fig- 24), on mène par un point fixe arbi- 
traire A {fig- 25) un vecteur A.m égal et parallèle à la vitesse 
MV du mobile M à l'instant t. 



Quand t varie, le vecteur Km 



Fig. 25. 




change et décrit une surface co- 
nique; son extrémité m constitue 
un nouveau mobile parcourant, sur 
ce cône, une trajectoire curviligne h 
appelée hodographe, 

La vitesse de ce nouveau mobile m 
est, à chaque instant, égale et pa- 
rallèle à l'accélération du premier M. En effet, à l'instant t-\-^t 
le mobile m occupe une position m^, telle que Am^ soit égal 
et parallèle à M^Y ^ ou à MU : par conséquent mm^ est égal 
et parallèle à VU ou à MH. La vitesse moyenne du point m 
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sur rhodographe pendant Tintervalle Af est un vecteur mi 

dirigé suivant mm^ et égal à — — î- : cette vitesse moyenne mi 

est donc égale et parallèle à l'accélération moyenne MI 
du premier mobile M. En faisant tendre A^ vers zéro, le 
plan Am/W| tend vers le plan tangent à la surface conique 
suivant A/w, plan qui est parallèle au plan osculateur à la 
trajectoire au point M, et Ton voit que la vitesse mj du mo- 
bile m à l'instant t est égale à l'accélération MJ du mobile M 
au même instant. 

22. Dérivées géométriques. — Leur application à la dé- 
finition de la vitesse et de raccélération. — Soit un vec- 
teur OM dont l'origine O est fixe (y?g. 26) et dont l'extrémité M 
est animée d'un mouvement déterminé de façon à décrire 

une certaine trajectoire; à l'instant t le 
vecteur a une position OM, à l'instant f 4- A^ 
une position 0M|. L'accroissement géo- 
métrique du vecteur est la différence géo- 
métrique 

(OMO-(OM), 

G 

c'est-à-dire un vecteur égal à MM| . Le rap- 
port de cet accroissement à l'accroissement du temps est le 

vecteur MB 

MM, 




MB = 



a; 



ayant même direction et même sens que MM|. 

Quand Af tend vers zéro, ce vecteur MB tend vers un vec- 
teur limite MD tangent à la trajectoire qu'on appelle dérivée 
géométrique du vecteur OM. 

D'après cela, la dérivée géométrique d'un vecteur 
variable, d'origine fixe, est la limite du rapport de 
V accroissement géométrique du vecteur à l'accroisse- 
ment àt du temps, quand At tend vers zéro. 
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On yoit alors immédiaiemeiit, d'après la définition 
de la vitesse moyenne el de la vitesse, que : la vitess 
point M est la dérivée géométrique d'un vecteur iss 
point fixe quelconque et allant au mobile. 

On voit de même, d'après la définition de l'accélér. 
l'aide de l'hodographe, que : l'accélération d'un moi 
à un instant quelconque, est égale à la dérivée ^ 
trique d'un vecteur \m, d'originefixe A (Jig- aS), 
la vitesse MV du mobile. 

L'accélération apparaît alors comme étant la vîtes: 
laquelle varie le vecteur vitesse. 



23. Projection de la dérÎT^e géométrique d'un t 
sur un axe. — Soit un vecteur OM d'origine fixe O : 
dérons les projections de ce vecteur sur un axe fixe, li 
jections étant faites par des plans parallèles à un plan fi 
peut toujours supposer que l'axe passe par O, car les ] 
lions d'un vecteur sur des axes parallèles sont égales. 

Soit alors O^ l'axe sur lequel on projette, les proji 
étant faites parallèlement au plan^Oz. 

La projection Om du vecteur n'est autre chose qu 
scisse X du point M dans le 
système d'axes obliques ou 
rectangulaires Ox, Oy,Oz. 
A l'instant ( + Ai le vecteur 
occupe une position OM, 
{fig- 2^) ayant pour pro- 
jection x + ^; le vecteur 
MM, , difTérence géomé- 
trique de CM) et OM, a 

pour projection la différence des projections de C 
de OM, c'est-à-dire {x -h \x) — x^ ix. Le v 
MB = ~-rj^ étant égal au vecteur MM| divisé par àt : 




"JK 
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projection la projection de MM| divisée par A/, c'est- 

a-dire -r— • 
lit 

Enfin, en supposant que Aï tende vers zéro, le vecteur MB 
tend vers la dérivée géométrique MD de OM et sa projection 

tend vers la limite --j- ou :rj, qui est la projection de la dérivée 

géométrique MD. 

En résumé : la projection de la dérivée géométrique 
d'un vecteur, d'origine fixe, sur un axe, est égale à la dé- 
rivée de la projection du vecteur sur cet axe* 



24. Projection orthogonale de la dérivée géométrique 
d'un vecteur sur le vecteur lui-même. — Appelons r la 
longueur OM du vecteur d'origine fixe O; quand le temps 
varie, le vecteur change de longueur et de direction, r est une 
certaine fonction du temps. Prenons sur le vecteur OM, à 
l'instant t^ comme sens positif, le sens OM ; alors la projection 
orthogonale de la dérivée géométrique de OM sur OM est 

égale à -rj ou r\. 

On peut déduire ce théorème du précédent. Prenons un 
axe fixe quelconque O^ et projetons orthogonalement le 

. vecteur OM sur cet axe. En appe- 
Fig. 28. lant {fig, 28) r la longueur OM 

et 8 l'angle :rOM, on a 

X := r cos6. . 

Les quantités r et 6 varient en 
fonction du temps. 
La projection de la dérivée géométrique MD de OM 
sur Ox est 

-. dx -. dr ^ ' nd^ 

dt at at 
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Cette formule est vraie quel que soil le choix de l'axe O^ 
dès lors, pour avoir la projection D^ de MD sur OM, pre 
nons pour axe fixe Ox la position OM du vecteur i 
l'instant t. Nous aurons 



2o. AppiUcationB : Premier problème. — ■Quelle est la con 
dition nécessaire et suffisante pour que la dérivée géomé 
trique D rf'un vecteur OM soit constamment dirigé, 
suivant ce vecteur. — Nous allons montrer que celte condî 
lion est que l'orientation du vecteur soit constante. 

En effet, actuellement, le vecteur dérivé se confond ave 
sa projection sur OM, Le segment MD, estimé posîtivemeii 
dans le sens OM, est donc ^ en appelant r la longueur OM 
La projection de ce segment sur un axe fixe quelconque O; 



B élant l'angle ^OM. Mais, comme la projectioji x de OS 
sur Ox est 

;p = rcose. ^'^•^^■ 



D:r = 



dt dt dt 



Comparant ces deux formules, on 
voit que /'sinO-j- est nul; comme /■ et 9 sont différents d 
léro, T- est nul, et Q est constant. 

L'angle de OM avec un axe fixe Qx {fig- 29) pris arbi 



"U-rw^ 
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trairement élanl constant, OM a une orientation fixe dans 
l'espace . Celte condition nécessaire est évidemment suffi- 
sante. 

On peut se rendre compte, approximativement, de cette 
condition en remarquant que, si l'orientation du vecteur 
change, comme dans hi fi g. 2^, la dérivée MD du vecteur 
fait avec le vecteur un angle qui est difiiérent de zéro comme 
é tant Pangle de la tangente MD à la trajectoire de M avec OM. 

Deuxième problème* — Quelle est la condition nécessaire 
et suffisante pour que la dérivée géométrique d^ un vecteur 
soit constamment normale à ce vecteur? — Cette condition 
est que la longueur r du vecteur reste constante. En effet, 
si le vecteur dérivé D est constamment perpendiculaire 
sur OM, sa projection sur OM est constamment nulle; or 

cette projection est^« On a donc 

dr 

-— = o, r= const. 

at 

dr 
Réciproquement, si r est constante, -j- est nul et le vecteur D 

est perpendiculaire sur OM. 

On peut se rendre compte approximativement de ce résultat 
en remarquant que, si r varie, la tangente à la trajectoire 
de M est oblique sur OM; si, au contraire, r est constant, le 
point M décrit une courbe située sur une sphère de centre O 
et la tangente MD à cette courbe est perpendiculaire au 
rayon OM. 

Troisième problème. — Quelle est la condition nécessaire 
et suffisante pour que la déri{>ée géométrique d'unvecteur 
soit nulle? — Il faut et il suffit que ce vecteur soit constant 
en grandeur, direction et sens. 

En effet, si la dérivée géométrique est nulle, sa projection 
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sur un axe Ox quelconque est nulle. Or cette projec 
est TT' a? désignant la projection du vecteur sur l'axe; do 
est constant; cette propriété a;yant lieu pour un axe c 
conque, l'extrémité M du vecteur est fixe. 

On peut dire aussi que, la vitesse de l'extrémité A 
vecteur étant nulle, cette extrémité est fixe, 

26. Hodographe d'un mouvement rectîligne varii 
Soit un mobile M parcourant l'axe Ox d'un mouve. 
varié et possédant à l'instant l la vitesse représentée p 
vecteur MV {Jiff^ 3p); pour tracer l'hodographe de ce me 
ment, prenons une origine fixe O' et menons, à partir de 
origine, un segment O'M' égal et parallèle à MV. Qu; 



varie, la vitesse du mobile M change de grandeur, mai. 
de direction; les points M', que l'on obtient par la cons 
lion de l'hodographe, se trouvent donc tous sur la droite 
parallèle à Ox, et l'abscisse x' du point M' sur cet 3:1 
par construction égale à la vitesse du point M. 

Si la vitesse du point M était constante, le point ] 
l'hodographe serait immobile; la vitesse du point M 
variable avec /, le point M' se déplace lui-même ave 
vitesse qui est l'accélération du mouvement du point M 

Il est facile de constater que, dans cette applicatii 
l'hodographe à l'étude du mouvement rectiligne varié, 
avons reproduit les termes mêmes du n" 11, où nous 
défini l'accélération dans un tel mouvement ; l'accord est 
complet entre ce mode de représentation cinématiq 
l'accélération et sa définition même, 

AC, 4 



» ' • 



Fig. 3x. 
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27. Mouvement circulaire varié ; son équation angu-^» 
laire ; vitesse et accélération angulaires. ^ Supposons un 
point M assujetti à se déplacer d'un mouvement varié sur une 
circonférence de rayon R {^fig* 3 1). Sa position M dans le plan 
à chaque instant sera définie par sa distance constante p = R 
à l'origine O et. par l'angle 

(I) è = ç(o 

que fait avec une droite fixe Oo: la droite OM, cet angle étant 

coïnpté positivement dans un certain 
sens de rotation et négativement en 
sens contraire; la forme de la fonc- 
tion <p est quelconque quand le mou- 
vement circulaire est varié, «t la rela- 
tion (i) est V équation angulaire 
du mouvement. Soit ç là vitesse du 
point M à l'instant t estimée posi- 
tivement dans le sens positif des 
angles I appelons to la vitesse du point m situé à l'unité 
de distance du centre; comme tous les points du rayon OM 
décrivent des arcs homo thé tiques dans le même temps, leurs 
vitesses sont proportionnelles à leurs distances au centre : on 
a donc 




(2) 



R 



(1) 
1 



ou 



p = (i)R. 



La quantité o) prend le nom de vitesse angulaire ; sa 

dérivée, par rapport au temps ^, est V accélération angu- 
laire.. 

Si nous appelons l'angle formé par le raypn mobile avec 
la direction Oxk l'instant f et -+- A l'angle à l'instant 1 4- tkt\ 
la vitesse «0 du mobile sur la circonférence de rayon un à 

l'instant t est, en grandeur et signe, la limite • ^ du rap- 
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5r 



ÀO 



port -r-; on a donc 



M 



dt ' ' ^ ' 



Dans le cas du mouvement uniforme, hi^=i -r est une 

constante ; le point M décrit alors des arcs égaux en des temps 

égaux, sa vitesse v est constante en grajideur et signe et son 

accélération angulaire est nulle; l'équation angulaire d^un tel 

mouvement est 

6 = w/. 



i'^ 



28. Hodographe du mouvement circulaire varié; 
accélérations tangentielle et normale. — Soient M et M' 
deux positions infiniment voisines du mobile M sur la circon- 
férence de rayon R aux époques ^ et f -f- Ar, et soit A9 l'angle 
des deux droites OM et OM' (Jig^ 32); par le point A 

Fig. 32. 




menons A m et A/n' égales et parallèles à V et V -f- AV vitesses 
du mobile aux mêmes époques; l'accélération moyenne 

est-—-? elle tend à la limite vers la dérivée géométrique du 

vecteur A m. Abaissons du point, /n la perpendiculaire m H 
sur A m' ; le vecteur mw! peut être considéré comme la somme 
géométrique des deux vecteurs mH etH/w' et, par suite, l'ac- 
célération moyenne est aussi la résultante des deux compo- 

mH , H/w' 
santés -rr- et 



U-. 



a; 



t^t 



v 



, •^. ^»>" 
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L'angle des droites A m et A/w' étant le même que celui 
des droites OM et OM', c'est-à-dire AO, on a, puisque v et A6 
ont le même signe, 



mil __ psinAO _ A6 sinAÔ 

"AT ~ Â7 "~ ^Â7 Aô 



Cette composante que nous appellerons y^ est, à la limite, 
dirigée suivant la normale à la vitesse, c'est-à-dire suivant 
le rajon, et elle a pour expression 

car le rapport dû sinus à l'arc tend vers l'unité. 

Quant à la composante -tt-> elle tend vers la projection 

orthogonale de la dérivée géométrique du vecteur A m sur le 
vecteur lui-même; elle est donc (n° 24) dirigée suivant la 
tangente, et est en valeur absolue égale à la valeur absolue de 
la dérivée de la grandeur A m de la vitesse par rapport au 
temps ; la valeur algébrique yt de cette limite estimée positi- 
vement dans le sens positif des angles est dans tous les cas, 

en grandeur et en signe, y,= ^ = K -7- , comme nous le mon- 
trerons au n*^ 32. 

Donc l'accélération d'un point mobile sur une circon- 
Jérence se compose d'une accélération tangentiélle égale 
à la dérivée de la vitesse par rapport au temps où au 
produit de V accélération angulaire par le rayon, et d'une 
accélération normale, dirigée vers le centre du cercle, 
égale au carré de la vitesse divisée par le rayon, ou 
au produit de ce rayon par le carré de la vitesse angu- 
laire, 

29. Mouvement circulaire uniforme. — Le mobile M 
décrit la circonference.de rayon R avec une vitesse v con- 



Fig. 33. 
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stante en grandeur, mais variable en direction; il y a, par 
conséquent, une accélération. 

Appliquons la construction de l'ho- 
dographe : soit Mç' la vitesse du point 
M, menons par le point O une droite 
OM' parallèle et égale à M(^; le lieu 
dé M' est évidemment une circonfé- 
rence de rayon ^ que le point M' par- 
court dans le même sens et dans le 
même temps que M emploie à parcourir 
la circonférence de rayon R {fig* 33). 

Le rapport des vitesses (^ et y des 
points M et M' est le même que celui des rayons R et f»; 
on a donc 




d' 



V R 



(I ou 



Y 



al 



La vitesse y du point M' de l'hodographe est l'accélération 
du point M se déplaçant d'uii mouvement uniforme sur la 
circonférence; figurons cette vitesse en M'y et menons par 
le point M une parallèle My égale et de même sens; ce 
vecteur figure l'accélération du point M; elle est donc con- 
stante en grandeur et dirigée vers le centre de la circonfé- 
rence suivant le rayon. 

Ces conclusions peuvent d'ailleurs se déduire immédiate- 

ment du cas général ; puisque p est constant, -^ est nul et 

l'accélération tangentielle est nulle; l'accélération totale se 

réduit donc à sa composante centripète p- ou to^R. 

Si l'on appelle T la durée d'une révolution, c'est-à-dire 
le temps que le mobile met à parcourir la circonférence, 
on a 



517* 



W = 



et 



V = 



a-ït R 



rp 
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en portant cette- valeur de i^ dans Texpression de y, il vient 



Y = 



47r»R 
-fi- 



Quand les machines, dont certaines pièces tournent, ont 
pris leur régime normal, on caractérise d'habitude leur 
mouvement par le nombre n de tours qu'elles exécutent à la 
minute. 

L'espace 2/?tc décrit par le point m sur la circonférence de 
rayon un d'un mouvement uniforme, en une ipinute, mesure 

la vitesse angulaire à la minute, et =w est la vitesse 

angulaire à la* seconde ; cette formule peut servir à résoudre 
le problème inverse. 

La vitesse à la seconde d'un point situé sur la pièce qui 
tourne à distance R de l'axe est , 



2/1 TT 

p = -- — R. 

60 



Cette même formule peut servir à traiter le problème- 
inverse : A combien de tour^ à la 
Fig. 34. minute faut-il faire tourner un axe 

pour qu'un point qui lui est lié, à 
distance R, ait une vitesse ç à la 
. seconde? 

30. Projections du mouve- 
ment circulaire uniforme sur 
deux axes rectangulaires. — 
Supposons un mobile M se dépla- 
çant d'un mouvement uniforme, 
dans le sens inverse des aiguilles 
d'une piontre, avec une vitesse angulaire to sur une circon- 
férence de rayon R {fig- 34); soit Mo sa position au temps 
zéro définie par l'angle MoO;r^;=a, et soit M sa position 
au temps i définie par l'angle MOMo= = wr; les coor- 
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Jonnëes du point M à Finstant t^ ou les équations du mou- 
vement, sont 

r^ â? = Rcos(io^ -h a), 
^ y = R sin 



\{tsit ->r a). 



On l'appelle le mouvement circulaire uniforme gauche. 
Si le inouvement est droit , on doit changer . dans ces 
équations co en — o) ; elles deviennent 






X = Rdos(a>/ — a), 
* ^ = -rRsin(to^ — a). 

L'équation delà trajectoire est dans les deux cas 

m 

« 

Dans le mouvement direct, par exemple, les composantes • 
de la vitesse et la vitesse ont pour expression : 



de 
'dt 



= — a)Rsin(aj^-Ha) = — to y, 



dv 

--J- = wR cos(a)^ -h a) =w:r, 

dt 



t;2 = a}2(^î-f-J'')j 



i^ = wR. 



L'accélération y = w^R dirigée suivant la droite MO, vers 
le centre, a pour projections sur ces axes 

Y^ = — w*R cos(u)f -:H a) = — a>*ar, 

31. Application^ une trajectoire quelconque. — Pour 
une trajectoire quelconque, nous avons vu que l'accélération 
est la dérivée géométrique d'un vecteur Am d'origine fixe A 
égal à la vitesse du mobile. On peut alors immédiatement, 
résoudre les problèmes suivants : • 
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Premier problème. — Quelle est la condition nécessaire 
et suffisante pour que l'accélération du mouvement soit 
constamment tangente à la trajectoire? — Comme la 
vitesse est tangente à la trajectoire,, cela revient à demander 
quelle est la condition pour que l'accélération ait même 
direction que la vitesse. Mais l'accélération est la dérivée 
géométrique d'un vecteur A/n. égal à la vitesse; il faut donc 
chercher dans quel cas la dérivée du vectenir Am a même 
direction que ce vecteur. Pour cela il faut et il suffît que le 
vecteur Am, c'est-à-dire la vitesse, ait une orientation fixe. 
La vitesse ayant une orientation fixe, le mouvement est recti- 
ligne. En effet, on peut toujours prendre trois axes Oxy Oy^ 
Ozy dont l'un, O^, soit parallèle à la direction de la vitesse; 
alors, en appelant j' et z les coordonnées du mobile, les com- 
posantes de la vitesse suivant les axes Oy et Oz sont nulles, 

dy dz 

-f- = o et -— = o, , 

dt dt ' 

donc y et z. sont constants et le point décrit une droite 
parallèle à. Oj:. 

Nous avions vu, dans la théorie du mouvement rectiligne, 
que, pour un tel mouvement^ l'accélération a même direction 
que la vitesse ; nous venons de démontrer la réciproque : le 
mouvement rectiligne est le seul qui possède cette propriété. 

Deuxième problème. — Quelle est la condition nécessaire 
et suffisante pour que V accélération soit constamment 
normale à la trajectoire, — Si l'accélération est normale à 
la trajectoire, elle est normale à la vitesse :. or l'accélération 
est la dérivée géométrique d'un vecteur Am égal à 1^ vitesse; 
la longueur r de ce vecteur est précisément la valeur numé-» 
rique dz ç^.de la vitesse. On veut que la dérivée du vecteur lui 
soit perpendiculaire : pour cela il faut et il suffit que le 
vecteur ait une longueur constante (26), c'est-à-dire que la 
vitesse ait une valeur numérique constante. 
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La trajectoire a alors une forme quelconque, mais elle ( 
parcourue d'uQ mouvement uniforme. 

Dans ce cas l'hodographc est une courbe tracée sur u 
sphère de centre A. 

Troisième problème. — Quel est le mouvement le pi 
général dont l'accélération eut nulle? — La dériv 
géométrique du vecteur Am, égal à la vitesse, est nulle. ' 
vecteur est donc constant en grandeur, direction et sens. '. 
vitesse étant constante en direction, le mouvement est rec 
ligne ; la vitesse étant aussi constante en grandeur, le mouv 
ment est uniforme. Le mouvement est donc rectiligne 
uniforme. 

Dans ce cas l'hodographe est un point. 

32. Expression générale de l'accélération tange 
tldlle. — Dans -un mouvement curviligne quelconque, i 
appelle accélération tangentielle 
la projection de l'accélération du '''S' '^' 

mobile M sur la tangente à la tra- 
jectoire en-M. 

Prenons une Origine O' sur la 
trajectoire et un sens positif O'S 
pour les arcs. Soient, à l'instant t, 
M la position du mobile, s la va- 
leur algébrique de l'arc O'M, et 

MTIa tangente dans le sens positif. Nous avons déjà vu que 
vecteur vitesse MV est tangent à la trajectoire et que sa vale 
algébrique v, estimée positivement dans le sens Mï, est 

"" dt' 

Dans la Jig. 35 le mobile est supposé marcher dans 
sens négatif; s diminue quand t croit ; c est négatif, Soieni 
l'accélération du mobile, y, sa projection sur MT, cette pi 
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jection étant positive si elle a le sens MT, négative dans le 
cas contraire. Nous allons démontrer qu'on a 

^'^ di ~"dr^' 

En effet, supposons d'abord la vitesse i^ positive; alors le 
sens de ^^ se confond avec celui de MT, et y^ est la projection 
de Y siir la vitesse ; or y est la dérivée géométrique du vec^teur 
vitesse de longueur r = v] la projection de y sur ce vecteur 
lui-même est donc (24) 



dr 

dt 



dv 



la formule est démontrée porur ce cas. 

Supposons ensuite la vitesse rnégative; alors le vecteur 
vitesse est en sens contraire de MT et y^ est égal et de signe 
contraire à la projection de y sur le vecteur vitesse; mais, en 
appelant r la longueur du vecteur vitesse, on a r = -7- ^î la 
projection de y sur le vecteur vitesse est 



dr 
dt 



dv 
dt 



et sa projection ^ur MT est encore. 

d\> 

« 

Nous avons ainsi l'expression algébrique de fe projection 
de l'accélération sur la tangente. 

On démontre que l'accélération y est dans le plan oscùla- 
teur en M du côté de la concavité de la trajectoire et que la 
projection y„ de l'accélération sur la normale principale à 
la trajectoire est 

p désignant \^ rayon de courbure en M.. Ce résultat est 



W" 
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l'extension à une courbe quelconque du théorème que nous 
avoiis démontré pour une trajectoire circulaire; on. peut s'en 
rendre compte approximativement en remarquant que, sur 
une petite, étendue, au voisinage d'un point M, une courbe 
quelconque peut être confondue avec un arc de cerclé ayant, 
pour plan le plan osculateur en-M, et pour rayon le rayon de 
courbure en ce point. 

Si, dans . un mouvement, on connaît ces deux compo- 
santes tangentielle y^ et normale y/i, on obtient l'accéléra- 
tion Y en fa,i$ant leur somme géométrique; la grandeur de 

' ■ » * — 

l'accélération est y = vT? + T/r 

33. Application à la discussion d'un mouvement sur 
une trajectoire donnée. -^ L'expression de l'accélération 
tangentielle suffit à faire reconnaître la nature d'un mouve- 

« 

ment sur une trajectoire donnée : 

« 

1° Si Yf = -r-i est constamment nulle/-,- est nulle aussi et, 

par suite, v est une constante; le mouvement e^st donc tel que 
sa vitesse chaïige de direction avec le temps, -puisqu'elle reste 
toujours tangente à la trajectoire, .mais reste constante en 
grandeur : c'est le caractère d'un mouvement curviligne uni- 
forme. Réciproquement, si v est une constante,* -j- est nul et 

• par suite aussi -7-5; la condition nécessaire et suffisante pour 
que le mouvement soit uniforme est donc 

d^s dv 

2" Si -r-r est différent de zéro, le mouvement est varié, 
dt^ ■ ' ' 

puisqu'on appelle ainsi tout mouvement qui n'est pas uni- 
forine. Il peut être accéléré ou retardé si sa vitesse croît ou 
décroît en valeur absolue, c'est-à-dire suivant que. le carré v^ 



■ B 



■"^7^. • 
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augmente ou diminué. Le mouvement est donc accéléré si la 
dérivée 

d(v*) dv d*s 

est positive; il est retardé quand cette même quantité est 
négative. On peut dire aussi que le mouvement est accéléré 
quand v et-^f ont le même signe, c'est-à-dire quand les 
vecteurs vitesse et accélération tangentielle ont le même sens ;- 

il est retardé dans le cas contraire. 

d^s 
3® Si l'accélération tangentielle ^-^ est une constante y^, 

on a 

, . d*s dv 

il en résulte que i^ = ^'o-H Y^^? ^0 et y^ étaill des constantes; 
et enfin on peut écrire 

ds 
d'où résulte 

(2) ' s = So-hVot-h - -(ti^y 

2 

la courbe est donc parcourue d'un mouvement uniformément 
varié. ' 

Réciproquement, si la courbe est parcourue d'un mouve- 
ment uniformément varié, on peut passer par différentiation 
de l'équation (2) des espaces à l'équation (i) 

l'accélération tangentielle est constante; l'équation (3), dans 
laquelle y^ est constant, est donc la condition nécessaire et 
suffisante pour que le mouvement curviligne soit uniformé- 
ment varié. 
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4** Si raccélération tangentielle *{e= -^ est de la forme 

d'^s dv 

(1) Yr=-5^, =-^=««-'cos<ot, 

on peut écrire 

et 

(2) s = SQ-h^Qt — acostùt; 

lé mouvement est alors un mouvement périodiquement uni- 
forme. (^^•I^) 

Réciproquement, si le mouvement sur la courbe est pério- 
diquement uniforme, on peut remonter de l'équation (2), qui 
le représente, à l'équation (i), qui est donc la condition 
nécessaire et suffisante pour que le mouvement soit pério- 
diquement uniforme. 

Pour que le mouvement forme une vibration simple, la 
même condition est nécessaire, mais elle n'est pas suffisante; 
il faut de plus que Vq-=o, Or y^ peut se mettre sous la forme 

et, si t^Q est nul, on a 

Yf = — a)»(5 — 5o). 

L'accélération tangentielle est, en un point quelconque M de 
la trajectoire curviligne, proportionnelle à l'arc s — Sq et 
dirigée dans le sens qui va vers le point fixe s=::Sq. C'est la 
condition pour que le mouvement constitue une vibration 
* simple. 



^rii 
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C. — MOUVEMENT RAPPORTÉ A DES AXES DE COORDONNÉES 

ORTHOGONAUX OU OBUQUES. 

34. Équations du mouvement •* 

Trajectoire. — Soient trois axes de coordonnées Ox, 
Ojr, Oz et un point mobile M dont les coordonnées x, y, z 
sont des fonctions continues données du temps 



(I) 



^ = ?(0; J^ = X^O» z = ^{t). 



Fig. 36. 



Les équations de la trajectoire S s'obtiennent en élimi- 
nant t entre les équations du moui^ement prises deux à deux ; 
on obtient ainsi deux équations qui représentent deux sur- 
faces dont l'intersection comprend la trajectoire. 

Chacune de ces trois équations "exprime la loi des espaces 

de la projection du mo- 
bile M sur l'un des axes ; 
la première, par exemple, 
fait connaître la loi des 
espaces pour la projec- 
tion jjL sur Ox, 

Si l'on considère deux 
d'entre elles, les deux pre- 
mières, par exemple, elles 
font connaître à chaque 
instant la position dans le 
plan des xy de la projec- 
tion m du mobile M; l'élimination de t entre ces deux. équa- 
tions donne l'équation de la trajectoire s 

de la projection m du mobile M dans le plan des xy i^fig- 36). 
La combinaison des' équations (i), deux à tieux, fera donc 
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connaître la trajectoire et la loi des espaces de la projection 
de M sur chacun des plans de coordonnées. 

Si par la projection s de la trajectoire S dans le plan des xy 
nous menons un cylindre dont les génératrices sont parallèles 
à Os, la courbe S se trouve sur cette surface; elle se trouve 
aussi sur deux autres surfaces cylindriques construites de 
même sur les projections de S sur les plans des xs et des_yz, 
et dont les génératrices sont parallèles à i'ase 0_^ et à l'ax€ Ox; 
la trajectoire S est donc l'intersection commune de ces trois 
sur/aces. 

Projections de U vitesse et de l'accélération sur on axe on 
nn plan. — Soit M, la position du mobile sur la trajectoire 
à l'instant / + A{; portons sur MM,, dans le sens MM(, une 

longueur MW égale à — ' . c'est-à-dire à la vitesse ■ 

moyenne du mobile pendant le temps A<; les projections de 
la grandeur géométrique MM, sur les trois axes sont ix, ^y, 
As; celles de la grandeur MW, ou vitesse moyenne, serpnt 
donc 

iû~ iy ii 

ii ' AÏ ' Ï7 ' 

Si Af tend vers zéro, MW t«nd vers MV ; on aura donc, 
pour les projections de la vitesse sur les axes à l'instant t, 

S=''(". §=''■<"• ' §=♦■<')• 

Il résulte de là que la projection de la vitesse sur chacun 
des axes est ta vitesse de la projection du mobile sur ces 
axes. ' - 

Si m et m, sont les projections de M et M, sur la trajec- 
toire 5 projetée dans le plan des xy, la vitesse du mouve- 

. , 1 I- - 1 corde m/rti . ■ 

ment projeté sera la bmite de ■ , et comme la 

corde mm, est la projection delà corde MM,, la vitesse du 
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moiwement projeté est la projection de la vitesse du mo- 
bile sur le plan. 

Pour obtenir les expressions des projections de l'accéléra- 
tion sur les axes de coordonnées, construisons Thodographe 
en prenant le point O comme origine fixe ; nous mènerons par 
ce point un vecteur OM' égal et parallèle à MV; la vitesse 
avec laquelle se déplacera l'extrémité M' sera l'accélération 
du mouvement sur la courbe ; or, d'après la propriété précé- 
dente, la projection de cette vitesse sur chacun des axes est 
la vitesse de la projection du mobile sur ces axes; les coor- 

données du point M étant x^ y^ z, celles du point M' sont -rj > 
-^,.-7-> et les vitesses de ces projections sont 

les projections de l'accélération sont donc les dérivées secondes 
des coordonnées (i) du mobile prises par rapport au temps. 

35. Mouvement d'un point : 

« 

1® Lorsque les projections sur trois axes sont des mouve- 
ments uniformes. — Soient 

dcc 

x = x^-hvt, 777 =^> 

• dz „ 

les équations des espaces et des vitesses de trois mouvements 
rectilignes uniformes suivant les axes x^^, j^o, ^oî ^j ^\ ^'S 



< . 
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étant des constantes. Les équations de la trajectoire sont 
celles d'une droite 

X — x^ _ y—yo _ z — zq ^ 

La vitesse est à chaque instant la diagonale du parallélépi- 
pède construit sur les axes en portant, à partir du point O, 
des vecteurs p, v' et s?" convenablement dirigés ; elle est donc 
constante en grandeur et en direction et le mouvement est 
rectiligne et uniforme. 

2^ Lorsque les projections sur deux d'entre eux sont des 
mouvements uniformes, la projection sur le troisième étant 
un mouvement uniformément varié. ^- Soient 



y=yo'^v't, 



dx 

dy 
dt 
dz 

m 



= V 



= i' 



les équations du mouvement; ^oj J^o? ^o? ^j ^S ^" et y étant 
» des constantes. La trajectoire est une parabole dans le plan 



ro 



Z — Zfi 



parallèle à l'axe des x. 

Ses projections sur les plans des xy et des xz sont des para- 
boles : 



^ — ^0= ^(2— -50)+ ^ 



H^)' 



L'accélération a pour projection 



d'^x 
"dF 



T> 



d^y 
dt^ 



dyz 
dt^ 



= o. 



AC. 
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Ses projections sur Taxe des y et sur l'axe des z étant nulles, 
elle est parallèle à l'axe des x, elle est de plus égale en gran- 
deur à Y et, par suite, l'accélération du mouvement résultant 
est égale et parallèle à l'accélératio.n de la composante unifor- 
mément variée du mouvement. 

36. Vibrations elliptiques formées, par doux vibra- 
tions simples reotaugulaires. — Considérons deux mouve- 
ments vibratoires simples qui s'exécutent simultanément en 
un point O sur deux axes de coordonnées rectangulaires O^a; 
et Oy ; l'équation qui donnera l'élongation du premier étant, 
par exemple, 

X = acos{u}t -ha), 

et celle du second 

. y = b cos{tJi't -h ^), 

l'élimination de t entre ces deux équations donnerait une 
relation entre x eiy qui représenterait la trajectoire du point 
vibrant dans le plan. 

Cette élimination est des plus faciles si nous supposons que 
les périodes T et T' des deux mouvements vibratoires sont 
égales; car alors, puisque l'on a 



O) = -^ et to'= — , 



il en résulte 



OJ = lù' . 



Les équations développées s'écrivent 

a? = a cosa cosio^ — asinasinto/, 
y = b cos p cos ttit — 6 sin p sin o) t: 

On en tire facilement les valeurs 

avcosa — èa^cosfi 

sinto<= , . , 5 — -f 

ab sin(a — p) 

ay sina — bx sinB 
ab sin(a — p) 
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et en substituant dans 

» 

et simplifiant, il vient, en définitive, 

a'^*-f- b^x^^ lab xy cos(a - p) = ««0' sin*(a — p). 

Cette équation représente dans le cas général une ellipse; 
on du alors que la vibration est elliptique. 

Dans quel sens la molécule vibrante décrit-elle cette tra- 
jectoire? L'ellipse est comprise 
entre les droites -4- a, — a, _(- è, 
— b parallèles aux axes {fig, 87); 
figurons-la, et soit P le point de 
contact avec la droite A ; on obtient 
ce point 

37 = a, 
en prenant 

toi-f-a =0, 

cos(cD^-f-a) =1; 

il en résulte que jk se réduit à 

« 

.r = />'cos(p — a) = AP. 

Si nous donnons un accroissement au temps, on a 

w^-h a > o; 
posons cette quantité égale à e^, 




On 



to^H- a = £«. 



y^ 6cos(p — a + e*). 



Si sin(p-a)<o, y croît, P vient en F, la molécule 
décrit FeUipse en sens inverse des aiguilles d'une montre; 
rotation gauche. 

Si sin(/3 — a) > o, ^ décroît, la molécule tourne dans le 
sens des aiguilles d'une montre ; rotation droite. 
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Cette ellipse est évidemment décrite dans le temps T d'une 
période, car, si Ton augmente / de T, ^ et j^ reprennent les 
mêmes valeurs, puisque les arcs sont augmentés de ait; ceci 
se voit de suite en écrivant les équations 



X = b cos 



La position de cette ellipse dépend de la différence de 
phase. Si l'on a 

a — P = 2 Al TU, 

il s'ensuit 

sin(a — P) = o, cos(a — P) = i; 

L'équation se réduit à 

la vibration redevient rectiligne, elle est représentée par la 

droite double ' 

(ay — bx)^= o; 

c'est la diagonale du rectangle. 
Si 

(a — p) = (2 7>-+-l)'JC, 

le cosinus étant égala — i etle sinus nul, la vibration s'effectue 
suivant une autre droite symétriquement inclinée par rapport 

à l'axe des x 

(ay -\-bxy=: o. 

L'ellipse est rapportée à ses ax^es dans le cas où 

a-p = (2/i-+-i)^. 

On a, en effet, - 

a*y^-h b^x^= a^b^ 



V. ^ 
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et, si les amplitudes a et b sont égales, la trajectoire prend 
la forme d'un cercle 

on dit que la vibration est circulaire, 

Dans^le cas général, les projections de la vitesse sur les axes 
sont 

— — = -^ a u) sin ( o) f H- a) , 
——■ = — 6wsin(a)f-t-3). 

dt V r/ 

Les projections de l'accélération sont 



dt^ 



= — ati)' cos(iof -4- a) = — w*a7, 



d^y 

-jj^ = — c>(u« cos(aj^-i- a) = — tù^y. 



Il en résulte que l'accélération totale est 



Si l'on désigne par p le rajon vecteur du point P, dont 
les coordonnées sont x èt^, on a 

et 

l'accélération passe donc par le point O, elle est dirigée vers le 
centre suivant le rayon vecteur, et est proportionnelle à ce 
vecteur. 

Dans le cas de la vibration circulaire, on retrouve la formule 
déjà établie 

37. Mouvement le plus général à accélération nulle. 
— Si l'accélération est nulle, ses projections le sont aussi; 



70 COURS DE MÉGANIQUE. 

on a donc le système d'équations 



d^x cPy (Pz i 

= o, -Tir = «» :77^ = o- I 



dt* ' dt^ ' dt^ 
IJ en résulte que l'on a 

dx ^ ^ __ ' ^^ _ » 

dt dt dt ^ • 

i^, v' ^ v^' étant des constantes. 

Par suite, les projections de la vitesse sur les trois axes sont 
des constantes, la vitesse est constante; on a enfîû 

d'où résultent les équations 

^ — ■^0 y — ya _ ^ — -sq 

i-' ~ t^' ^ v" 

I 

La trajectoire est donc une droite et le mouvement est, en 
définitive, rectiligne et uniforme. 



D. — DIAGRAMMES D'UN MOUVEMENT. 

38. Diagramme des espace s. — Soit 5==/(^) l'équation 
d'un mouvement curviligne. On prend deux axes de coor- 
données rectangulaires, l'axe des temps O^ et celui des 
espaces O^; on porte en abscisses et en ordonnées les valeurs 
correspondantes de t et de 5, mesurées à des échelles déter- 
minées; on obtient ainsi une courbe qui représente gra- 
phiquement la loi du mouvement; on l'appelle la courbe 
des espaces ou le diagramme des espaces. C'est la courbe 
qui serait représentée en Géométrie analytique par s=/{t). 

Repos. — L'état stationnaire d'un corps au repos à une 



\ 



B 

Ô L. t. 



= tang 
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distance s^ de l'origine des espaces esl figuré par une di 
parallèle à l'axe des temps. 

Fig. 39, 
Mouvement uniforme. - 
Le mouvemenl uniforme 



est figuré par une droite \B 
'yfig- 3^) qui coupe l'axe 
des s en un point A tel que 
s = So- 

Pour que la vitesse i" soit 
figurée par le coefficient an- 
gulaire de la droite AB, c'est-à-dire que l'on ail v 
suffit d'adopter une même longueur pour représenter l'u 
de temps et l'unité d'espace; d'ailleurs la vitesse est dot 
par la différence lîC=^Si — S) des espaces corresponda 
deus abscisses dont la différence t^ — 1\ = 1 est égale à l'ui 

Graphique des ohemins de fer. — Ce sont ces princ 
très élémentaires que l'on applique au graphique des cher 
de fer; la trajectoire des trains, c'est-à-dire la voie ferrée 
une courbe gauche; on représente sur une seule feuitl 
marche de tous les trains sur la voie ascendante et sur la 
descendante pendant un intervalle de vingt-quatre heu 
en considérant leur mouvement comme une successior 
mouvements. uniformes séparés par des. repos. 

Sur l'axe horizontal des temps on figure par vingt-qu 
intervalles égaux les heures de minuit à midi et à min 
chacun de ces intervalles est divisé en six parties égales coi 
pondant à dix minutes, et l'on trace une première sérii 
parallèles à l'axe vertical des espaces passant par les pc 
ainsi déterminés. On porte ensuite sur l'axe vertical 
suite de longueurs proportionnelles aux distances qui sépa 
les stations dont on inscrit les noms en face des points 
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les figurent et l'on trace les horizontales passant par ces 
points ; sur ce quadrillage on représente pour chaque train : 
I ° la durée de ses arrêts à chaque station par un segment de 
droite parallèle à l'axe des temps; 2^ la marche du train 
entre deux stations qui se suivent par la droite qui joint 
l'heure de départ de la première à l'heure d'arrivée à la 
seconde. 

Ce graphique fait donc connaître pour chaque train l'heure 
d'arrivée et l'heure de départ à chaque station, sa vitesse 
relative entre les stations, et sa vitesse comparée à celle des 
autres trains, d'après l'inclinaison des lignes figuratives, et 
enfin les lieux et les heures de croisement des trains mon- 
tants et des trains descendants. 

La Jig. io montre un exemple de ces graphiques. 

Mouvement varié. — Uéquation du moU\?ement est dans 
tous les cas V équation du diagramme. Dans le cas d'un 
mouvement varié, s =zf(^t)^f(^t) étant une fonction continue 
quelconque de la variable t] le coefficient angulaire de 
la tangente en un point de la courbe ayant pour valeur 

ds ' 

-j- =f'(^t) fait connaître, en grandeur et en signe, la vitesse 

du mobile à l'instant t] et il est de même évident que le 

coefficient angulaire ° == —- de la corde qui joint deux 

points quelconques fait connaître la valeur moyenne de la 
vitesse dans l'intervalle de temps correspondant. 

Les points où la vitesse s'annule sont les points où la tan- 
gente est parallèle à l'axe du temps. Le signe de l'accélération 
tangentielle est donné par le sens de la concavité; car, dans 
une courbe s =f(t) (s ordonnée, t abscisse), la concavité est 

tournée vers les s positifs quand -7-^ ou y^ est positif, vers les 5 

négatifs dans le cas contraire. Les points d'inflexion sont les 
points où l'accélération tangentielle est nulle. 
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Mouvement uniformément varié.- — Si le mouvement est 
uniformément varié, la courbe est du second degré et, d'après 
son équation 

I 

on voit que c'est une parabole coupant l'axe des s au point Sq ; 
si 5o, ^0 et yt sont positifs, la courbe est représentée par 

la Jig. 4ï- Les points A 
^^^' ^'* et B d'ordonnées ^o ont 

pour abscisses / = o et 

t = ; 1 abscisse du 



• 

\o ! 


p /.• 




A 


! 1 1^ ■ 


A 2 

So \ 







T/ 



^0 



sommet S est ^i = et 

son ordonnée est 



s\ — ^o: — 



On voit que le sommet 
est le point représentatif du point et de l'instant où la vitesse 
du mobile s'annule, remarque conforme à celle qui résulte 
de la discussion du trinôme exposée au n° 12* Toutes les lois 
du mouvement se voient de même sur cette courbe. Si avarie 
de — 00 à 4- 00, le point figuratif du diagramme correspond 
à des valeurs de s d'abord décroissantes jusqu'au point S 

qu'il atteint pour <:^ ^^ == -; la .vitesse est négative comme 

l'est le coefficient angulaire de la tangente, le mouvement 

est retardé puisque la vitesse tend vers 
zéro. Le point S du diagramme corres- 
pond donc au point 0| de la trajec^ 
toire {fig' 42); à partir dé ce point, s 
croît, la vitesse augmente et le mouve- 
ment est accéléré. 

Le diagramme montre encore que, pour une valeur OP de s 
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plus grande que 5|, il existe,detix valeurs du temps, ce qui 
prouve quelle mobile passe à deux époques distinctes en 
tout point de sa trajectoire; les tangentes trigonométriques " 
des angles que font avec l'axe des temps les tangentes menées 
en Q et en Q' sont égales et de signes contraires ; les deux 
vitesses correspondantes sont donc égales et de signes con- 
traires : résultats déjà vérifiés. 

Enfin, l'accélération tangentielle étant toujours positive, la. 
courbe tourne sa concavité vers les s positifs. 

39. Diagrammes de la vitesse et de l'accélération tan- 
gentielle. 

Vitesse. — A l'aide de deux axes de coordonnées rectan- 
gulaires, en portant en abscisses les temps et en ordon- 
nées les valeurs correspondantes de la vitesse mesurées à 
des échelles convenables, on obtient de même un dia- 
gramme des vitesses; c'est le tracé de la courbe ayant pour 
équation ^=f'(t). 

L'état de repos est figuré par l'axe des t, la vitesse étant 
nulle quel que soit t; le mouvement uniforme, de vitesse 
constante i^o? est 'figuré par une 
droite parallèle à l'axe du temps ^^S- 43- 

coupant l'axe des ç en un point B __ 
tel que OB == p^ en dessus ou en 
dessous de l'origine suivant 
que Çq est positif ou négatif 
(yî^. 43). Le diagramme des, 
vitesses d'un mouvement varié " 
est une courbe, puisque la vitesse 

change de valeur à chaque instant; la vitesse étant la dérivée 
de l'espace par rapport au temps, si l'équation des espaces 
est, par exemple, mise sous la forme s =f(^t), où f{t) est un 
polynôme développé suivant les puissances croissantes de t 



Vo 



.- . «^-^Tpr 
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et de degré /i, l'équation des vitesses se mettra sous la forme 

et le second membre sera un polynôme de degré n — ^ i . 

Le coefficient angulaire de la tangente en un point à ce 

,. , . • , dv d^s f. .^ 

diagramme des vitesses ayant pour valeur -rj = -^ tait con- 
naître en grandeur et en direction l'accélération tangen- 
tielle Y^ du mobile à l'instant t. 

Si le mouvement est uniformément varié, l'équation des 
vitesses est 

le diagramme des vitesses est donc une droite; si (^0 et yr sont 

.positifs, cette droite coupe, 
^^' ^^* comme dans la fig, 44? 

l'axe des v au point A 
d'ordonnée Pqî si t varie 
de — 00 à 4- 00, le dia- 
gramme montre que la vi- 
tesse d'abord très grande, 
mais négative, tend vers 
zéro ; l'accélération tangen- 
tielle étant par hypothèse 

positive, V et y^ sont de signes contraires, le mouvement 

* 

est uniformément retardé. Au point B d'abscisse ^i = 

correspond une vitesse nulle ; ce point B du diagramme des 
vitesses correspond au point S du diagramme des espaces 
et au point O^ de la trajectoire. A partir de ce point la vitesse 
est positive et augmente au delà de toute limite; le mouve- 
ment est uniformément accéléré. 

On étudierait de même le cas de v^ positif et y^ négatif 
Yf = — y'^, représenté par la Jig, 45 et par l'équation 
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Le coefficient angulaire de ce diagramme rectiligne 
connaître la valeur de l'ac- 
célération tangentielle en ff" ^ 
grandeur et en signe. 

La vraie valeur de Y' 
ne sera égale à tanga que 
si l'unité de temps et l'u- 
nité de vitesse sont re- 
présentées par une même 
longueur; dans ce cas, Tac- 
célératîon tangentielle est 

donnée par la différence de deux ordonnées correspondan 
deux abscisses dont la différence est égaie à l'uaité. 

Accélération tangentielle. — Enfin on peut constru 
de la même façon un diagramme des accélérations tang' 
tielles Y( en portant en abscisses les temps et en ordonnées 
accélérations tangentielles correspondantes. 

L'état de repos et le mouvement uniforme caractérisé 
une accélération nulle à toute époque sont figurés par 1' 
des t. Le mouvement uniformément 
varié, caractérisé par une accélé- 
ration tangentielle constante, est 
représenté par une parallèle à 
l'aie des t tracée à distance yj au- 
dessus ou au-dessous de l'origine, 
suivant que y^ est positif ou négatif 
(Aê--46). 

Le diagramme des accélérations 
tangentielles d'un mouvement varié 
J^/(/)est une courbe ayant pour équation, par rapport 
axes Ot et Oy, 

ï. =/'(')■ 

L'étude simultanée de ces quatre courbes, la trajectolri 



Fig. 46. 
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les diagrammes des espaces, des vitesses et des accélérations 
tangcntielles, permet de se rendre compte des lois du mouve- 
ment par la seule inspection de ces figures géométriques. 

Il est important de remarquer que, si le mouvement consi- 
déré est rectiligne, l'accélération tangentielle yt n'est autre 
que l'accélération totale du mouvement; à cette différence 
près, tout ce qui précède s'applique, en particulier, au mou- 
vement rectiligne.. 

40. * Diagrammes d'un mouvement rectiligne pério- 
dique simple. — Dans ces sortes de mouvement l'élongation, 
^ la vitesse et l'accélération totale étant des fonctions sinu- 
soïdales ou cosinusoïdales , c'est-à-dire des fonctions pério- 
diques simples, ou encore des fonctions harmoniques, les 
diagrammes construits d'après la méthode générale indiquée 
sont des sinusoïdes ou des cosinusoïdes ; les relations de 
position et de grandeur de ces courbes font connaître lès lois 
du mouvement qu'elles représentent. 

Mais dans l'étude des mouvements vibratoires en acoustique 
ou en optique, on emploie, pour représenter ces courbes, une 
méthode dite cinématique; l'application de cette même 
mçthode de figuration géométrique à la représentation et à 
l'étude des grandeurs périodiques qui caractérisent les cou- 
rants alternatifs en fait saisir la généralité et l'importance. 

Cherchons à figurer d'abord la vitesse ç = toa sinwf ; pour 
cela, traçons une droite OA faisant avec un axe fixe O^.un 

angle (0^ = -?=- et portons sur cette droite (Jig- 47) ^^^ 

* longueur OA = toa; l'ordonnée OP du point A a pour ex- 
pression 

OP = wa sino)^. 

Cette projection du vecteur OA représente donc, à l'in- 
stante, la vitesse (^. 

Imaginons que ce vecteur tourne dans le sens inverse des 



^ . 
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aiguilles d'une montre autour du point O, avec une vitesse 
o> = ^ uniforme. Supposons die plus qu'il sôit en coïncidence 
avec l'axe Ot à l'origine des temps ; la projection de ce vecteur 

Fig. 47. 




tournant sur l'axe des y figure à chaque instant en grandeur 
et en signe la vitesse i^. 

On peut d'ailleurs tracer la sinusoïde, diagramme ordinaire 
des vitesses, en se servant de .ce vecteur tournant comme le 
montre la figure. 

La vitesse est la dérivée de l'élongation j? par rapport au 
temps, et avec le choix d'origine que nous avons fait (n® 13) 
on a 



X = — a Costa t = a sin (tùt 



Le vecteur figuratif de l!élongation sera donc déterminé, 
par sa longueur a et il devra présenter, par rapport au vecteur 

qui figure la vitesse, une différence de phase -> c'est-à-dire 

qu'il sera perpendiculaire à ce derni-er dans le sens que 
montre la figure; on donne à cette différence de phase le 
nom de décalage; ainsi le vecteur élongation présente, par 
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^ rapport au vecteur vitesse, un décalage en arrière de -» sa 

projection sur l'axe vertical 

OQ = a siit Itut j = — a cos cd t 

• 

fera connaître à chaque instant Télongation; on a tracé 
d'ailleurs en traits et en points le diagramme ordinaire figurant 
l'équation du mouvement. 

Ce qu'il importe de retenir, c'est que, pour ces fonctions 
périodiques, en passant de la dérivée à la fonction primitive, 

le vecteur prend un retard - ; inversement le vecteur prend 

une avance - lorsqu'on passe de la fonction primitive à la 

dérivée ; il en résulte, puisque l'accélération est la dérivée de 
la vitesse, que le vecteur OC, dont la projection sur l'axe 
vertical OR = aïo^ cos (o/ représentera à chaque instant l'accé- , 
lération totale, sera perpendiculaire sur le vecteur OA et en 

avance de - sur lui, comme le montre la fig. 47 î la courbe 

en points est le diagramme des accélérations. 

On peut comparer ces résultats géométriques à ceux déjà 
résumés parle Tableau de la p^ge 28. 

On reconnaîtra d'ailleurs aisément, sur la figure, que ces 
constructions ne sont, en définitive, qu'une application du 
principe de l'hodographe. 

41. Somme de mouvements périodiques parallèles et 
de même période. — Cette figuration conduit à une méthode 
géométrique simple d'addition des mouvements vibratoires 
F: parallèles et de même période. 

Soit à ajouter deux mouvem^ents vibratoires dont les équa- 
tions sont 

t 

371= ai Sin2 TC =7J . ► 



arjznajsinf 27t ij 4-aj; 
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traçons un vecteur Ofli =a, faisant avec une droite prise pour 

aiedesïemps et,originedes phases unangie 2« s; (_^^. 4^) el 

Fie. 48. 




un second vecteur Oaî=«î faisant avec le même axe un 
angle 2Tï=-t-a, la diagonale OA = A représente l'ampli- 
tude de la fonction résultante. On a en effet 

. k* = a\ -\- a\ + 2a,ai cosa, 

équation identique à l'équation (3) (n° 16). 

La différence de phase de la fonction harmonique résultante 
est définie par l'angle S ^ AOa, ; on a en effet 



■•»SÎ-np-; 



équation identique à l'équation (4) {n" 16). On voit d'ailleurs 
que la projection OQ sur l'axe vertical 



0Q = 



.(.-i.«) 



fait connaître à chaque instant la fonction harmonique X 
comme le montre l'équation (a) (n" 16). 

Il est donc évident que, si a„ a^, A, invariablement liés, 
tournent avec une vitesse uniforme t^>:=^ -= , leurs projections 
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sur l'axe des x feront connaître à chaque instant les fonctions 
composantes et leur résultante. 

On voit que Je parallélogramme que nous*venons de con- 
struire suffit, pendant sa rotation, à faire connaître les élénients 
du mouvement résultant; on peut cependant employer le dia- 
gramme ordinaire et tracer les deux sinusoïdes S et S' et leur 
résultante S'', obtenue {Jig* 49) en faisant la somme des ordon- 
nées correspondant à une même abscisse. 

D'une façon générale, on pourra composer de la même 

Fig- 49- 




manière un nombre quelconque de mouvements vibratoires 
parallèles de même période : on représentera chaque mouve- 
ment vibratoire par une 
droite de longueur égale à 
l'amplitude a^ comptée à 
partir d'une origine fixe O 
{Jig* 5o), et dont la direc- 
tion Oa,, avec un axe fixe 
O^, représente la phase 

a^ ; l'amplitude du 




mouvement vibratoire ré- 
sultant de la superposition 
(le tous ces mouvements est 
représentée par la résul- 
tante OA du polygone construit avec toutes ces droites et 
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l'angle que fait OA avec O t représente la phase du mouve- 
ment résultant. 

Ces constructions sont d'ail- ^'^* ^^* 

.leurs aussi applicables aux vi- 
tesses et aux accélérations. 

Si nous composons par 
exemple trois mouvements vi- 
bratoires de même amplitude, 
mais dont les phases diffèrent 

de -^j la construction précé- 
dente (Jig- 5i) montre que la 
résultante est nulle puisque le 
polygone est fermé. 

42. Diagrammes du mouvement périodiquement uni- 
forme. — Les équations 
analogues à celles du nu- 
méro 19 : 

s = *o + t?o < -H a sin (o) ^-h 8), 
V =ÇQ-h atù cos((of -+- 8), 
Y^ = — ato>* sin((i)« -1- 8) 

sont les équations des 
trois diagrammes des es- 
paces, des vitesses et des 
temps qui caractérisent le 
mouvement périodique- 
ment uniforme sur une 
courbe ; en les rapportant 
à un même système d'axes 
de coordonnées rectan- 
gulaires on obtient les 

trois courbes de la fig^. 52, où l'on a supposé Sq, i^oj « et 8 po- 
sitifs . 
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Le diagramme d'accélération y^ est une sinusoïde qui coupe 

l'axe des temps au point A à distance ; on a figuré la 

courbe correspondant à une seule période; elle est d'abord 
au-dessous de l'axe des t et son ordonnée minimum est — aw^. 
Pour tracer le diagramme des vitesses, on a mené B v paral- 
lèle à l'axe des t à distance ç^o 5 la courbe est une cosinusoïde 
qui, rapportée à ce nouvel axe, présente au point d'ab-- 

scisse une ordonnée ao). 

(0 

Enfin, pour tracer le diagramme des espaces on figure 
d'abord la droite 

5 = 5o -h Po * 

qui coupe l'axe des s au point C d'ordonnée OC = Sq et qui 
fait avec l'horizontale un angle a tel que l'on ait 

tanga = Po; 

à partir des points de cette droite déterminés par les valeurs 
de t on portera des longueurs égales à a sin((i) ^ H- 5) ; on ob- 
tiendra ainsi une sorte de sinusoïde rapportée à un axe oblique 
qui présentera des tangentes parallèles à cet axe aux points 
correspondant au quart et aux trois quarts dé la période. 
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A. — POINT MATÉRIEL UBRE. 

■43. Axes fixes. — On rapporte les positions de tous 
corps à un système d'axes que l'on appelle, par (léfinitii 
axes absolument fixes : ce système d'axes est un trièi 
irirectangle invariablement lié aux étoiles appelées éloi 
fixes. 

Ai. Point matériel. — Afin de commencer par le p 
blême le plus simple, on étudie d'abord le mouvemenl d'i 
portion de matière assez petite pour qu'on puisse, sans ern 
sensible, déterminer sa position comme celle d'un point g 
métrique. Une telle portion de matière s'appelle un po 
matériel. On considère ensuite les corps comme formés | 
la réunion d'un très grand nombre de points matériels. 

En même temps qu'il change de position un point ma 
riel peut tourner et se déformer ; mais on ne s'occupe, di 
ce qui suit, que de la position du point et non de la manii 
dont il peut tourner et se déformer. 

L'observation et l'eipérience montrent que les points ma 
riels agissent les uns sur les autres ; ainsi les points matéri 
qui constituent un corps appelé solide agissent les uns sur 
autres de façon à maintenir, à peu de chose près, la forme 
corps quand on cherche à le déformer ; deux points électri; 
s'attirent ou se repoussent ; etc. 

45. Principe de l'inertie. — Un point matériel livre 
lui-même a, par rapport aux axes fixes, une accélérati 
nulle. D'après ce principe, un point matériel livré à lui-méi 
est, ou bien immobile, ou bien animé d'un mouvement rec 
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ligne et uniforme (n° 37). Les deux cas peuvent se présenter 
suivant les conditions initiales dans lesquelles on placé le 
point : I® on peut supposer le point livré à lui-même sans 
vitesse, alors il reste immobile; 2" on peut supposer qu'on 
livre le point à lui-même après lui avoir communiqué, par 
un procédé quelconque, une vitesse V, par exemple après 
l'avoir lancé avec la main; alors il conserve indéfiniment cette 
vitesse en grandeur, direction et sens, et il prend un mouve- 
ment rectiligne et uniforme de vitesse V. 

46. Force. — D'après le principe de l'inertie, si l'on 
observe un point matériel possédant une accélération, ce 
point n'est pas livré à lui-même; d'autres points agissent sur 
lui. L'accélération que possède le point est donc l'effet d'une, 
cause extérieure à lui ; cette cause est ce qu'on appelle une 
force. L'effet d'une force sur un point est dotic de lui im- 
primer à chaque instant une certaine accélération y. On ne 
s'occupe pas en Mécanique et en PhysifjUe de l'essence des 
forces qu'il est impossible de pénétrer; on cherche, simple- 
ment, à prévoir et à calculer les effets des forces. Dans ce 
but, on caractérise et l'on mesure chaque force par l'effet 
qu'elle produit sur un point matériel, c'est-à-dire par l'accélé- 
ration qu'elle lui imprime. 

47. Masse. — Quand un point matériel déterminé, sou- 
mis à une force, possède, à un instant ^, une accélération y; 
on représente la force qui agit sur lui à cet instant par un 
vecteur F ayant pour origine le point, pour direction et sens 
la direction et le sens de -l'accélération y et pour longueur le 
produit de y par un coefficient positif m, caractéristique du 
point et appelé masse du point : 

F = m-(. 
Une force est donc représentée par un vecteur; on dit qu 'elle 
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a pour point d'application le point matériel sur lequel elle 
agit, qu'elle a pour direction et sens la direction et le sens du 
vecteur qui la représente, enfin qu'elle a pour intensité le 
nombre qui mesure la longueur du vecteur. On peut résumer 
ce qui précède en disant qu'une force F, agissant sur un point 
matériel, lui imprime une accélération v, liée à F par la rela- 
tion géométrique 

(F)=m(Y), 

vraie en grandeur, direction et sens. 

Quand par la suite nous parlerons d'une force F appliquée 
à un point, il faudra toujours entendre par là un certain vec- 
teur défini en grandeur, direction ou sens. 

Remarque importante. — Ces faits ne sont rigoureusement 
vrais que pour les mouvements rapportés au sjstème d'axes 
fixes indiqué. Mais ce n'est qu'en Astronomie ou dans le cas 
de quelques expériences tout à fait exceptionnelles (comme le 
pendule de Foucault, par ei^emple) que Uon a besoin de se 
servir de ce système d'axes. Dans l'immense majorité des cas, 
il est permis de prendre un système d'axes lié à la terre : il 
n'en résulte aucune inexactitude appréciable, comme le 
montre l'observation, d'accord avec la théorie des mouve- 
ments relatifs. 

48. Pesanteur; poids : 1° Point matériel. — Un point 
matériel lancé dans le vide prend par rapport à la terre une 
accélération g, constante en un même lieu, dirigée suivant la 
verticale descendante du lieu. On dit que cette accélération 
est due à la pesanteur; elle varie avec la latitude et l'altitude; 
à Paris, elle estreprésentée par le nombre 981 , l'unité de lon- 
gueur étant le centimètre, et l'unité de temps étant la seconde 
de temps moyen. On en conclut qu'un point pesant est, en 
un lieu déterminé, soumis aune force constante dirigée suivant 
la verticale descendante ; cette force s'appelle le poids absolu 
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du point. L'intensité du poids absolu d'un point de masse m 
est liée à l'accélération g imprimée par ce poids au point par 
la relation 

le coefficient m étant' une constante caractéristique du point 
matériel considéré. Ce poids absolu varie comme g avec la 
latitude et l'altitude. 



2® Corps quelconque . — On regarde un corps quelconque 
comme formé par la réunion d'un très grand nombre de points 
matériels. La masse totale M d'un corps est la somme des 
masses mi, m^^ . . ., nin des points matériels qui le consti- 
tuent 

M = /Wi -+- /nj 



fitj 



Les corps que l'on a à considérer, en Mécanique appliquée 
ou en Physique, ont des dimensions assez petites pour que la 
valeur de l'accélération g^ due à la pesanteur, soit la même en 
grandeur, direction et sens dans toute leur étendue. Les 
poids absolus des divers points matériels constituant un de 
:Ces corps sont alors 



Py=mxg^ Pt = m^g, 



Pn= rnng\ 



leur somme 



P =^,_H/;,-h...-h/?,j 



s'appelle le poids absolu du corps au lieu considéré ; d'après 
les valeurs' de />i,/?2, .-.^pn^^ fonction des masses, on a immé- 
diatement 

P = (mi-h mj-i-. . .-h mn)g = M^. 

Le poids absolu d'un corps en un lieu est donc le produit 
de la masse totale du corps par l'accélération due à la pesan- 
teur en ce lieu. 

Quand un point matériel est retenu par un obstacle, il peut 
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rester immobile ; par exemple, un point pesant placé sur une 
table ou sur la main de l'observateur reste immobile; cela 
tient à ce que l'obstacle exerce aussi sur le point une réaction 
ou force, et cette force empêche le poids absolu de mettre le 
point en mouvement. 

Le point matériel exerce alors sur l'obstacle une action y 
ou force pressante, ou pression totale, égale à son poids ab- 
solu. C'est ainsi qu'on peut, très grossièrement, comparer 
entre eux les poids absolus des corps par la sensation de 
l'effort musculaire nécessaire pour les empêcher de tomber. 

49. Les trois unités fondamentales. — En Géométrie on 
n'a à considérer qu'une unité fondamentale, l'unité de lon- 
gueur, d'où l'on déduit ensuite les unités dérivées de surface et 
de volume. 

En Cinématique on se sert de deux unités fondamentales : 
l'unité de longueur et celle de temps, et l'on en déduit les 
unités employées aux mesures des autres quantités, vitesse, 
accélération. 

Enfin, en Mécanique, il faut employer trois unités fonda- 
mentales, les unités de longueur, de temps et une troisième 
unité qui est, suivant les deux systèmes en usage, une unité 
de masse ou une unité de force. 

50. Système G. G. S. — Ca système repose sur ce fait 
que les masses des corps sont proportionnelles à leurs poids 
absolus en un même lieu. En effet, soient m, /w', m"^ ... les 
niasses de certains corps;/?, /?', />'', ... leurs poids absolus 
en un lieu-où l'accélération due à la pesanteur est ^ : on a 

p = mg, p'—m'g, p''=rnrg, ...; 



les quantités />, /?', p'\ . . . sont donc proportionnelles à m, 
Si 



m\ m!'^ . 



p = p\ m = m' ] 
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et si 



on a 



D^p'-^p', 



m = m'-H m". 



Dès lors on peut, à Taide d'une balance, comparer entre 
elles les masses des corps. 

Lorsqu'on pèse un corps dans le vide par la méthode de la 
double pesée, on le place dans un plateau d'une balance, on 
lui fait équilibre avec une tare; puis on enlève le corps et on 
le remplace par des poids marqués de façon à rétablir l'équi- 
libre. Dans ces conditions, le corps a même masse que les 
poids marqués. En effet, il est évident que le corps et les 
poids marqués faisant successivement équilibre à la même 
tare exerceront la même action sur le plateau; le corps et 
les poids marqués ont donc même poids absolu et par suite 
même masse. 

Prenons alors comme unité de masse la masse d'un centi- 
mètre cube d'eau au maximum de densité ; cette unité 
s'appelle le gramme-masse. Tous les corps qui, dans la 
méthode de la double pesée, font équilibre à la même tare 
qu'un poids marqué i gramme, ont même masse que ce poids 
marqué, q^' est-à-dire même masse qu'un centimètre cube 
d'eau; ils ont donc une masse i . Tous les corps faisant équi- 
libre à la même tare qu'un poids marqué 2 grammes ont poW 
masse 2, etc. Tous les corps faisant équilibre à la même tare ' 
qu'un poids marcpié n grammes {n entier ou fractionnaire) 
ont une masse mesurée par le nombre n. 

Conformément aux principes adoptés par la Commission 
Britannique en 1871 etpar le Congrès des Électriciens en 1881, 
on a pris comme unités fondamentales : pour la longueur, le 
centimètre C; pour la masse, la masse du gramme G; pour le 
temps, la seconde de temps moyen S. 

Ce système d'unités est le système C. G. S. (centimètre, 
gramme-masse, seconde). 



lfT_ 
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Unité de force dans le système G. G. S. Dyne. — Une 
fois qu'on sait mesurer les longueurs, les masses elles temps, 
on sait mesurer les forces d'après la relation fondamentale 

F = my 

qui lie l'intensité de la force à l'accélération qu'elle imprime 
à un point de masse m. L'unité de force sera la force exprimée 
par le nombre i ; pour avoir F = i il suffît de faire m = i , 

Dans le système C.G. S. l'unité de force est la force qui, 
agissant sur l'unité de masse, un gramme-masse, lui imprime 
l'accélération i , les unités de longueur et de temps étant le 
centimètre et la seconde. Cette unité de force s'appelle la 
dyne. 

Cette unité est très petite par rapport aux forces que 
l'homme peut développer avec son système musculaire. Ainsi, 
à Paris, le poids absolu de i gramme-masse (centimètre cube 
d'eau) est 981 dynes, car ce poids p imprime à la masse i 
une accélération de 98 1 unités ; on a dès lors 

^ = I X 981 = 981 dynes. 

La dyne est donc un poids de l'ordre de grandeur du milli- 
gramme-poids. 

L'effort musculaire qu'on fait en soutenant un poids de i ^^ 
est de 981 000 dynes, ou sensiblement une mégadyne. 

Poids commerciaux. — Il résulte de ce qui précède que 
les quantités appelées poids dans le commerce ne sont pas des 
poids, mais des masses ; le poids commercial d'un corps en 
grammes n'est autre chose que sa masse dans le système C. G. S . 

51. Deuxième système. — On emploie fréquemment, 
dans les applications, un deuxième système d'unités dans lequel 
on considère, comme unités fondamentales, les unités de Ion- 
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gueur, àe force et de temps, l'unité de masse devenant alors 
une unité dérivée. 

Le système le plus souvent employé est le suivant : 

Unité de longueur mètre; 

Unité de force kilogramme-force ; 

Unité de temps seconde, 

le kilogramme-poids ou kilogramme-force étant le poids 
absolu d'un litï*e d'eau à Paris. Il est indispensable d'ajouter, 
dans la définition de cette unité de force, que le poids absolu 
est pris en un lieu déterminé, Paris par exemple, car le poids 
absolu d'un corps change avec la latitude et l'altitude. 

Unité de masse dans ce système. — Dans ce système, la 
masse d'un point est définie par la formule 

m = — > 

p étant le poids absolu évalué en kilogrammes-forces et g 
l'accélération due à la pesanteur. Si l'on fait/? = g^, on a m = i . 
L'unité de masse est donc la masse d'un point dont le poids 
absolu est g kilogrammes-forces. 

A Paris, g étant, avec ce choix d'unités fondamentales, égal 
à 9, 8 1 , l'unité de masse sera la masse de 9^**, 8 1 d'eau distillée 

L'inconvénient de ce système est que l'unité de force, le 
kilogramme-force, est une quantité dont la définition exige 
l'indication d'un lieu déterminé à la surface de la terre ; de 
plus, la masse d'un corps, qui est une qualité physique inhé- 
rente à ce corps, est exprimée par des nombres différents., 
suivant que le kilogramme-force est défini en un lieu ou 
l'autre de la terre. C'est ce qu'on évite dans le système C. G. S., 
pour lequel la définition des unités n'exige l'indication 
d'aucun lieu déterminé. 

Gramme-force. — Le granime-force est le poids absolu d'un 
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centimètre cube d'eau à Paris; c'est la millième partie du kilo- 
gramme-force que nous venons de définir. 

52. Mesure statique des forces. — Le système de mesures 
qui consiste à prendre un poids absolu pour Tune des unités 
fondamentales a été le premier employé. Cela tient à ce que 
Fhomme s'est d'abord fait une idée de la force par l'effort 
qu'il est obligé de faire pour 
supporter un fardeau ; d'où ^^^' ^^• 

la comparaison des forces 
aux poids. Cette comparai- 
son peut se faire d'une ma- 
nière plus précise à l'aide 
du dynamomètre (Jig, 53). 
Prenons un ressort de 
forme quelconque, dont 
la flexion peut être me- 
surée par une graduation; 
suspendons à ce ressort, à 
Paris, des poids de 1*^^ 
de 2^6^ etc.; nous pourrons noter les flexions correspondantes. 

Alors pour trouver l'intensité d'une force quelconque agis- 
sant sur un point matériel nous pourrons fixer le point à 
l'extrémité du ressort, convenablement orienté, et noter la 
flexion correspondante ; nous aurons la mesure de la force en 
kilogrammes-forces. 

53. Homogénéité dans le système d'unités, longueur, 
masse, temps. Dimensions des unités dérivées. — Si, 
pour les applications, il est indispensable de faire choix d'un 
système d'unités déterminées, il n'en est pas de même pour 
la théorie. Dans les recherches théoriques, il est préférable 
de laisser les unités fondamentales indéterminées, de façon 
que les formules obtenues puissent être appliquées à tout 
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système d'unités. Les formules devant alors subsister, quel 
que soit le choix des trois unités fondamentales, devront 
présenter une triple homogénéité par rapport aux longueurs, 
aux masses et aux temps. 

Si l'on change la grandeur d'une unité fondamentale, l'e^L- 
pression numérique d'une quantité, préalablement exprimée 
.en fonction de la première unité, change : soient, en effet, 
n l'expression numérique d'une quantité et N la grandeur de 
l'unité précédemment choisie; si l'unité devient N', l'expres- 
sion de la quantité sera n'\ exprimons que l'unité N est com- 
prise n fois dans la quantité à mesurer et que l'unité N' y est 
comprise n' fois, nous aurons la relation 

donc 

n, _ N' 

n' " N * 

Le rapport des valeurs numériques d^une même quan- 
tité est égal au rapport inverse des grandeurs des unités 
qui ont été successivement employées à la mesure. 

Si l'unité est dérivée, et si elle varie par suite du change- 
ment de l'unité fondamentale, il faut, pour traiter ce même 
problème, savoir comment l'unité dérivée dépend des unités 
fondamentales ; on est conduit ainsi* à définir les dimensions 
des unités dérivées. 

On appelle formule de dimensions d^une unité dérivée 
la relation qui lie cette unité aux unités fondamentales , 

Ainsi, par exemple, l'unité de surface est la surface con- 
struite sur l'unité de longueur, c'est-à-dire que l'unité déri- 
vée de surface varie comme le carré de l'unité fondamentale 
de longueur; ses dimensions sont représentées par le symbole 

• S = L«, 

et l'on dit que l'unité de surface est de dimension deux en 
longueur^ zéro en masse el zéro en temps. 



l,^-'*- 
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Il en résulte que, si l'on appelle 5 une surface mesurée à 
l'aide d'une unité fondaAientale de longueur, si l'on prend 
une unité de longueur \/ois plus petitç, la mesure de cette 
quantité sera s\^^ c'est-à-dire X^ fois plus grande. 

D'une façon générale, dans le système C.G.S. une unité 
dérivée N sera reliée aux trois unités fondamentales repré-*! 
sentées par les symboles L, M, T, par une expression de la 
forme 

^ = l«mPt^. 

Cette formule exprime ce que l'on appelle les dimensions 
de l'unité dérivée, qui est de dimension a en longueur, p en 
niasse, y en temps. 

Ces nombres a, ^ et y peuvent être positifs, nuls ou néga- 
tifs. 

Si une quantité de dimensions a, p, y est mesurée par le 
nombre Q avec un certain choix des unités fondamentales, 
elle sera mesurée par le nombre 

si l'on prend une unité de longueur \ fois plus petite, une 
unité de masse [jl fois plus petite et une unité de temps t fois 
plus petite. 

Appliquons ces principes aux grandeurs q-ue nous avons 
définies en Cinématique et en Mécanique. 

54. Dimensions de la vitesse, de l'accélération et de 
la force; unités. 

Vitesse. — La vitesse est le quotient d'un espace parcouru 
par un temps ; on a donc 

(I) ' "^ = T =" ^^"'^ 

elle est de dimension un en longueur et moins un en temps. 
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L'unité de vitesse est celle d'un mobile qui parcourt l'unité 
de longueur pendant l'unité de temps; les vitesses sont le plus 
souvent exprimées en centimètres ou mètres à la seconde 
ou en kilomètres à l'heure. 

Suivant le système d'unités adopté, l'expression numérique 
de la vitesse change comme le montre l'équation (i). Le rap- 
port des valeurs numériques d'une même vitesse est égal au 
rapport inverse des grandeurs des unités de longueur et au 
rapport direct des grandeurs dés unités de temps employées. 

Supposons, par exemple, que la vitesse d'un train soit expri- 
mée en kilomètres à l'heure par le nombre 72 et proposons- 
nous de calculer l'expression numérique <> de cette même 
vitesse en centimètres à la seconde. Nous écrirons, d'après la 
règle précédente, 

. 1 

p = 72 X 10* X r-;; = 'i OOO. 

3 600 

Accélération. — Li' accélération est le rapport de l'accrois- 
sement de la vitesse à la variation du temps, c'est-à-dire le 
quotient d'une vitesse par un temps; par suite, 

(2) ' Y=^ = LT-«, 

elle est de dimension un en longueur et de dimension moins 
deux en temps. 

L'unité d'accélération est celle d'une vitesse qui s'accroît 
de l'unité de vitesse pendant l'unité de temps ; dans un sys- 
tème où l'on prend le centimètre et la seconde comme unités 
de longueur et de temps, l'unité d'accélération serait celle 
d'un mobile dont la vitesse augmenterait e/z une seconde d'un 
centimètre par seconde; cette unité d'accéJération n'a pas 
reçu de nom particulier. 

L'accélération de la pesanteur est à Paris représentée par 
le nombre 980,96; dans. les calculs on admet qu'elle est 
de 981 unités d'accélération. 
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Cette expression numérique change avec les unités d'après 
la formule (2)', le rapport des valeurs numériques d'une accé- 
lération est égal au rapport inverse des grandeurs des unités 
de longueur et au rapport direct des carrés des grandeurs des 
unités de temps employées. 

Dans rhjpothèse d'une décimalisation du temps dans 
laquelle le jour serait divisé en 10 intervalles égaux rempla- 
çant les heures, chacun d'eux étant divisé en 100 parties égales 
remplaçant les minutes, et enfin chacune de ces parties étant 
divisée en 100 parties remplaçant les secondes, l'expression 
numérique Y de l'accélération à Paris, en conservant le centi- 
mètre comme unité'de longueur, se calculerait de la façon sui- 
vante : la seconde est la ( —, — ^-^ — ) = i-^, — ) partie du 

\24x36oo/ \ 86 400/ ^ 

jour; la nouvelle unité en serait la ( r ) = ( ) par- 

** ' V 10x10*/ \ 100 000/ ^ 

tie; le rapport de la nouvelle unité de temps 9 à l'ancienne 

V^^ est donc 

I 
6 



[•<<* 



100.000 



86 ioo 



86 I00 

■ ■ I ■ ■ ^ 

100.000 



= 0,864, 



et. par suite, on a 



et 



Y = 782,^8. 



Les équations de la Géométrie jouissent de la propriété 
d'être homogènes relativement à la longueur ; celles de la Ciné- 
matique ont la même propriété d'homogénéité, par rapport à 
la longueur et au temps dont les unités sont laissées arbi- 
traires ; tous les termes d'une équation de Cinématique doivent 
donc être de mêmes dimensions par rapport à L et à T. 

Ainsi dans l'équation 

(1) X — a -^ ht -^ ct^'^ 

AC. 7 



:.<?^ 
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iddOks laquelle .r reppésente lun e^paoeet^^ un «temps, a irepré- 
sente nécessairement I un espace â7t>9 b estune vitesse<(^o== (Li^~ * 

et c une accélération -y^ LT"*^, on a en eflPet, si ces conditions 

sont remplies, en exprimant tout en fonction des unités fon- 
damentales, 

I 

•équation qui est bien -homogène, car chaque terme ^, Xq, ç.ol, 

- Y'^, a 'finalement pour dimensions 'L. 

La forme (2) a donc sur la forme (i) l'a vantarge de rappeler 
la signification physique de dhacune des constanftes et en 
rméme 'temps de faciliter la vérification des<oonditions d'homo- 
généité. 

'La vitesse et l'accélération angulaires n'ont pa"s les mêmes 
«dimensionsquelavitesse'etl'aocélération ordinaires,; il'rësulte 
de leurs définitions (2 7) que leurs symboles sontL^T^^etiL^^T""^. 

Force. — La force est île produit d'une masse par une 

accélération ; ses dimensions sont représentées par l'équation 

symbolique 

F = L1V1T-». 

Ces dimensions sont donc celles de l'unité de poids. 
Dans le système C.G.S., l'équation de Newton 

-donnant l'attraction d'uncvmasse M surune masse M'àladis- 
'tance R, contient «un factieur iK dont «on peut calculer les. 
dimensions<en remplaçant F, Met Riparleurs dimensions tcs- 
jpeoûves. ; ton itrouveî ainsi 

Ce n'est donc pas un simple facteur numérique, mais bien 
une grandeur physique. 
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S5. Homâgéaéitèdanslesy^ème d'unités : langueur, 
force, temps. — Daxis ce système les dimensions de la vitesse 
el de l'accélération sont les mêmes que précédemment. 

La force x>epré5entée par le symbole F sera de dimension un 
en force, zéro en longueur et zéro en temps. 

La masse, d'aprés la relation fondamentale 



F = /»Yj 



•est doaniée par le quotiieint 



F 

»i = — 



et en remplaçant y par le symbole LT~* de ses dimensions, 
o« -écrit 

j»=:L-»FT^ 

56. Champ de force. Lignes de force. — La pesanteui*, 
qui sollicite tous les corps à tomber vers le centre de la 
Terre, -et qui les fait tomber à sa surface lorsqu'aucun 
obstacle ne s'oppose à leur chute, est Texemple le plus clas- 
sique d'une force. 

Un espace semblable à celui qui environne la Terre, et dans 
lequel toute masse pesante est soumise à l'action d'une force, 
s'appelle un champ de force. 

Pareillement, l'ei»pace qui entoure un aimant, et dans 
lequel un morceau de fer est sollicité par une force attractive, 
s'appelle un champ de /or ce magnétique; de même enfin, 
une sphère électrisée produira, autour d'elle, un champ de 
force électrique tel que toute masse électrique abandonnée 
à elle-même se déplacera sous l'effet d'une force attractive ou 
répulsive. 

En donnant cette définition, on ne se préoccupe pas de la 
cause qui peut donner naissance à un champ, et l'on suppose, 
en ouire^ que l'introduction de la masse pesante, du morceau 



-* j 
* ^ 
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de fer, de la masse électrique qui sert à étudier théorique- 
ment le champ, n'y apporte aucune perturbation, 

La force qui, en un point dii champ, sollicite l'unité de 
masse mesure Vintensité du champ; la direction de cette 
force est la direction du champ. 

\J unité de champ, dans le système C.G.S., sera donc un 
champ tel que, agissant sur l'unité de masse, la force exercée 
soit égale à une dyne, et cette définition peut s'appliquer au 
champ de la pesanteur, au champ magnétique ou au champ 
électrique. 

Les lignes de force sont des courbes qui, en tous leurs 
points, sont tangentes {fig- 54) à la 
direction du champ. 

On appelle surfaces de niveau des 
surfaces qui sont, en tous leurspoints, 
normales à la ligne de force qui passe 
par ce point. 
On appelle champ uniforme un champ dans lequel l'inten- 
sité et la direction sont constantes; dans un tel champ les 
lignes de force sont des droites parallèles et les surfaces de 
niveau sont des plans parallèles entre eux et perpendiculaires 
aux lignes de force. 

57. Champ de la pesanteur. — D'après la définition du 
champ on voit que, dans le cas de la pesanteur, Vintensité du 
champ et V accélération du mouvement que prendrait une 
masse pesante abandonnée dans le champ sont des grandeurs 
de même nature. 

En eflel, supposons dans un champ uniforme d'intensiU h 
une masse m ; la force qui la sollicite est 
f=mh; 

mais d'autre part, si l'on appelle Y l'accélération du mouve- 
ment, uniformément accéléré, qu'elle prend dans le champ, 
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on a aussi 

Y el A ont donc la même valeur numérique ; les unités qui 
leur servent démesure ont mêmes dimensions; en effet, dans 
le système C.G. S., par exemple, on a par définition de raccé- 
lération 

ç 

et par définition de l'intensité du champ 

m M 

L'intensité du champ de la pesanteur, à Paris, est donc 
de 981 dynes par gramme-masse et l'on peut la représenter 
par la même lettre g que l'accélération. 

Dans le cas particulier de la pesanteur, les lignes de force 
sont données en chaque point par la direction An fil à plomh 
en ce point. La ligne de force, qui passe par chaque lieu de la 
Terre, se confond donc, par définition, avec la verticale du 
lieu. 

On démontre, dans la théorie de l'attraction, que le 
champ de la pesanteur à l'extérieur de la Terre est sensible- 
ment le même que si toute la masse de la Terre était concen- 
trée en son centre ; dans ces conditions les surfaces de niveau 
sont, théoriquement, des sphères concentriques. 

Si l'on considère deux points de la Terre très voisins, les 
lignes de force y sont sensiblement parallèles, et les portions 
de surfaces de niveau dans le voisinage de ces points sont des 
plans parallèles à la surface des eaux tranquilles et perpen- 
diculaires, par conséquent, à la verticale du lieu. 

Dans un faible espace, tel que le volume d'une salle de peu 
de hauteur, le champ est sensiblement uniforme ; la pesan- 
teur peut donc, dans ces conditions, servir d'exemple de /orce 
constante. 
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On peut se rendre compte exactement de rapproximatioii 
que Fou fait en supposant le champ terrestre uniforme dans 
umt oertaJjie étendue. 

I • Nous admettons, par exemple, que la direction du champ 
est constante à Piarîs. 

Soient deux points A et B à distance d {/ig. 55 ) ; l'angle a 
des normales est donné en secondes par l'équation 



2 7rR 36o X 60 X 60 

R étant le rayon de la Terre. 
Supposons 

R.= &aooooo^, fi? = leoQ™ et ;»ic = 6(appr.); 

on a 

36o dx6o^ 3 ,6 X. 60* X io« ^.^ 

a z=. =r — — = 55 . 

27cR 6 X 6 X lo/î 

• Ces normales font done^ em réalité,, un ais^e de 'iff'. 

2® Nous admettons aussi que, dans une même salle l'inten- 
sité dm champ est constante; or elle varie en raisoi» inYcrse 
du carré de la distance au centre ; soit g sa, valeur à distance ^l 
du centre, g^z=z g — dg cette intensité à distance R-hA. 
On a,, et c'est la loi de Newton,. 

g — dfr Rî 



g {Y^-^hY 
d'où, en négligeant hî^ et divisant paar R, 

« 

dg _ 2 R A H- A' 2 /î 

"y "^ R*H-2RA-i-M ~ R H- 2 /i 

et enfin en négligeant^ au dénominateur,. 2 â vis<-à-vis de R, 

dg _ 2/t 



r;^- 
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Supposoir» uni coirps transponUé' du. pied au sommet de^ la 
Tour Eiffel'; oma 



R = 0™ X io«, /i = 3»" X loî, 



donc 



c?^ _ 2 X 3 X lo* 



= I0-*. 



Fig. 55. 




SI donc nous transportons un poids de i"**^ du pîed au 
sommet de la» tour, soni poids absolu aura di- 
minué de» oV ^ l; d'après cela, sa perle est de 
oS', ooi. par 3*"'. 

Ge^ fiaiit est facilement susceptible de véri- 
fication expérimentale; c'est l'expérience de 
M. vonJoliy. 

Une balance sensible au ~ de milligramme 
est placée: ail premier étlaged^uae' maison, uni 
fil est suspendu, sous le plateaurde dboite, tra- 
verse librement le plancher et aboutit près du 
sol du rez-de-chaussée. On place sur le plateau 
de droite un poids de i*** qu'on équilibre avec de la tare, 
le fil pendant librement. Cela fait, on enlève le poids du 
plateau de la balance et on le porte au rez-de-chaussée, 
où on l'accroche à l'extrémité inférieure du fil ; on constate 
que, la différence de hauteur des deux positions du poids 
étant de 3™, la balance accuse une augmentation de i'"^' dans 
le poids apparent du corps pesé. 

Cette expérience avait été imaginée au xvii® siècle par le 
P. Ximénès, qui ne l'avait pas réali&ée. 

La pesanteur est donc, en réalité, un exemple de force 
variable, mais on comprend quelles difficultés ces considéra- 
lions, sur seâ changements de direction et: d'intensité, entraî- 
neraienJti dans l'étude des lois de la chute des> corp& ou dans 
l'étude: de la tcajeetoire de& projectiles, pour ne citer que ces 
deux exemples.. 



Fi g. 56. 
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38. Figuration des champs. — L'intensité en un point 

d'un champ est figurée par un vec- 
teur; on donne une représentation 
complète du champ par ses lignes 
de force et par ses surfaces de 
niveau. 

Supposons, par exemple, une 
masse attractive en P; les lignes de 
force du champ qu'elle crée autour 
d'elle sont des droites qui con- 
courent en ^{fig- 56); des flèches 
en indiquent le sens; les surfaces 
de niveau sont des sphères concentriques. 

Si la masse est répulsive, les lignes de force sont des 
droites qui émanent de P. 

Il est facile de tracer les lignes de force du champ produit 
par deux masses dont l'une serait .attractive, l'autre répul- 

Fig. 57. 





sive, chacune d'elles agissant suivant la loi de la raison 

inverse du carré des distances. Si — q est un centre attractif, 

+ q nn centre répulsif, les lignes de force tracées sur la 

fiS' ^7 ^^ pointillé entrent par — q^ pour sortii^ par -^q] la 



;!-■»»- 
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forme de ces courbes peut être déterminée en chaque point 
par la direction de l'intensité du champ, et celle-ci s'obtient 
facilement, puisque ces grandeurs sont des vecteurs de 
même nature que les accélérations et qui, par suite, se com- 
posent comme elles. Les surfaces de niveau sont figurées en 
traits pleins; leur forme résulte de leur définition, elles 
coupent les lignes de force à angle droit. 

La fig. 58 montre le champ résultant de la présence dé 

Fig. 58. 




deux masses répulsives, agissant en raison inverse du carré 
de la distancé, où les lignes de force sont en pointillé et les 
surfaces de niveau en traits pleins. 

59. Équations du mouvement d'un point sous l'action 
d'une force. — Soit un point matériel de masse m en mou- 
vement sous l'action d'une force. A l'instant t le point pos- 
sède une accélération v ayant pour projections 



(Y) 



d^x d^y 



dl^ 



dt^ 



d^z 
dt^' 



et il est sollicité par la force F ayant pour projections 
(F) X, Y, Z, 
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Dans l'espace le vecteur F es* égal au: vecteur y multiplié 
par m; là projection de F sur u» axe est/ donc égale à cellfe 
de Y raulfâplîée par m. Appliquant eè théorème aux tpoî* 
axes^, onale&trois équations 



d*3p d*x . d^z 



^> 



qii'onx appelle les é^ua££0/t9 dw mouvements. Ce sont ces équa- 
tions que l'on emploie ordinairement pour résoudre les deux 
problèmes suivants. 

i"" Étant données la masse d'un point et les projections de 
son mouvement, trouver la force qui le sollicite. 

On suppose connues les coordonnées x^ y, z du mobile 
en fonction du temps 

(2) x=f{t), y = ^{t\, z = ^{t)\ 
on peut alors calculer les dérivées secondes 

et les équations du mouvement deviendront 

(3) . X = mf{t), Yx=mff(t), Z=mY{t). 

On connaîtra donc à chaque instant Ta force appliquée au 
point. En se servant des formules (2) qui lient a:, y, ^ à /, on 
pourra chercher à exprimer X, Y, Z en fonction d«s coor- 
données, c'est-à-dîre chercher à déterminer la force en fonc- 
tion de lia position. 
. '^ • 

Exemple. — Prenons, par exemple, le mouvement vibra- 
toire défini par les trois équations 

a; = a cos ( oj ^ -h a ), 

y =r b cos{(at -h^), 

. z = c Gos(to^ -+" y)» 



^ 



r 
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0), «, è, c, X, ^j y étant àes eonsfiantes. On» a die suitie pour 
les projections die la force* 

X = — m(«*a cos(u)/ -4- a), 
Y.= — m<o'6 cos(a)i -4- P), 
Z = — mw^c cos(io^ "♦■ Y)> 

on a ainsi la force à chaque instant ; mais on peut écrire aussi 

el Fon a I» force pdiir chaque position du point matériel". Ces 
dernières formules montrent que Ja force est dirigée de M 
vers O et égale au produit de la di&tance OM par la con- 
stante m (0^ ; on peut donc dire que le point considéré est attiré 
par Forigine proportionneM'ement à la distance, 

7i^ Problème^ nrverse : Connaissant la k» cto' la f ovce qjoi 
agit sur xm poinl mcatéadel et les. eoadiiiŒQns; initiaies àam, 
lesqiaellee le. poiat est plaeé, trouver son mouiremesit.. 

Les conditions initiales sont : r* l'a position que possède 
le point à l'instant où le mouvement conunence ; 2^ la vitesse 
(hi point à cet instante Ces conditions initiales sont à la volonté 
de rexpérim^ntateur ; elles sont donc arbitraires. Supposons, 
par exemple,, qu'on veuille étudier ïe mouvement d'une pierre 
sous l'action de la pesanteur ; chacun sait que ce mouvement 
varie suivant la façon dont la pierre est lancée au départ. 
L'expérimentateur qui tient la pierre à la main pour la lancer 
peut, à l'instant où il la laùce, lui donner la position qu'il' 
veut et lui imprimer la vitesse qu'il veut : en d'autres termes, 
il peut la placer dans des conditions initiales arbitraires. Une 
fois ces conditions choisies;^ c'est-à-dire une fois la pierre lan- 
cée, son mouvement est entièrement déterminé par l'action de 
la pesanteur. C'est précisément en disposant de ces conditions 
Initiales qu'on arrive, avec un projectile, à atteindre un but 
déterminé. 
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Un fait analogue a lieu pour tous les problèmes dans les- 
quels on cherche le mouvement d'un point sous l'action d'une 
force donnée. On peut placer le point dans des conditions 
initiales arbitraires; mais, une fois ces conditions choisie^, le 
mouvement est entièrement déterminé. 

Analjtiquement, on résoudra ce problème à l'aide des 
équations du mouvement (i) dans lesquelles la loi de la force 
X, Y, Z est donnée. En outre, les conditions initiales sont 
supposées connues; à l'instant initial t = t^^ le mobile devra 
occuper une position donnée arbitrairement ayant pour coor- 
données Xq^ j^oî ^0) et il devra avoir une vitesse Vo donnée 
arbitrairement ayant pour projections des quantités x\^ 

Il faudra alors, pour obtenir le mouvement correspondant 
du point, trouver des expressions de x^ y, z en fonction de t^ 
vérifiant les équations du mouvement (i), de telle façon que 
pour t = Ûq ces expressions prennent des valeurs ^r©, jKo? ^o 
données à l'avance et que leurs dérivées par rapport à ^(pro- 
jections delà vitesse) prennent, également pour t= ùq, des 
valeurs données x^, y\^ z\, 

La détermination effective de ces expressions de x^ y^ z 
en fonction du temps s'appelle V intégration des équations 
du mouvement. Nous allons l'effectuer dans quelques cas 
particulièrement importants. 

Il peut se faire que le mobile reste dans un plan, celui des 
xy^ par exemple; alors les équations du mouvement se 
réduisent à deux, 

et il faut trouver pour x el y des fonctions de t vérifiant ces 
équations, se réduisant à des valeurs données ^q, j^o? pour 

^ = ^0 et telles que leurs dérivées -^> -^ prennent des valeurs 
données x'^^ y\ pour ^ = ^o- 



MÉGANIQUE. IO9 

Enfin, dans des cas encore plus particuliers, le point peut 
rester sur une droite fixe (mouvement rectiligne). On a alors, 

en prenant cette droite pour axe Ox, une seule équation 

« 

et il faut trouver pour x une fonction de t vérifiant cette 
équation, se réduisant à Xq pour t =>to et telle que sa déri- 
vée -^ prenne une valeur donnée x'^ pour t =z t^. 

60. Mouvement d'un point matériel soumis à Taction 
d'une force constante. — Imaginons un point matériel de 
masse m soumis à une force constante, c'est-à-dire à une force 
dont la grandeur, la direction et le sens sont invariables. 
Appelons my l'intensité de cette force; nous pourrons dire 
que le point est mobile dans un champ d'intensité constante y. 
La pesanteur, dans une petite étendue, offre l'exemple le plus 
simple d'un champ de cette nature. Le problème que nous 
aillons traiter est donc analogue à l'étude du mouvement d'un 
point pesant dans le vide sous l'action de son seul poids ; dans 
ce dernier problème, la direction du champ est la verticale 
descendante et y est égal à l'intensité g du champ de la pesan- 
teur au lieu considéré. 

Le mobile, quelles que soient les conditions initiales, 
prendra un mouvement dans lequel l'accélération sera en 
grandeur, direction et sens, égale à y. 

Deux cas sont à distinguer suivant la nature des conditions 
initiales : i" le point est lancé suivant la direction du champ, 
dans le sens du champ ou en sens contraire ; le point décrit 
alors une portion de droite parallèle à la direction du champ ; 
son mouvement, est rectiligne et uniformément accéléré ou 
retardé ; 2" le point est lancé dans une direction quelconque 
* diff'érente de celle du champ; il décrit alors, comme nous le 
verrons, une portion de parabole dont l'axe est parallèle à la 
direction du champ. 
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Premier cas : .Mourement jrectiligne. — Le jxK)bil€ •étant 
plâoé dans une ipositîon P,o., >on lui donne une vitesse 
initiale 'diri^^e suivant la divection constante dut^haoïip. Il <est 
évident, par raison de symétrie, que le mobile décrit une por- 
tion de la parallèle 
^'^S' 59. P^x à la direction y 

dm champ. Prenons, 
sur cette parallèle 
(Jlff- 59) «m point 
fixeO co'mme origine 
des •espaces et comme 
sens positif O^ le sens du champ. Dans ces «conditions, 
la valeur . algébrique X de la force appliqjj^e au point 
est X==jt7ZY, puisqu'eUe est dirigée dans le sesis positif. Dès 
lors^ les équations du mouvem^t se réduisent à l'équation 
unique 




m— — = 



dt* 



= m7, 



les <ieux au'b'es «équations du mouvement (1) étant identique- 
ment 5aa;isfaites, carj^, Zy Y, Zsont nuls. 

domptons les temps à parûrde l'instant initial, de façon que • 
pour ^ = oie mobile soit.au point P^, -d 'abscisse x^^; appelojas 
i'o la valeur algébrique delà vitesse initiale estimée positive- . 
meint dans le sens Ox;pq sera positif ou n^atif suivant que 
le mobile sera lancé dans le sens du diâJiip ou ea sens oon- 
traire. 

En divisant par rfw, on ^rit l'équation du motivemient 



(0 



id£^ 



= ï- 



^X 



Le premier membre est la dérivée de ^, le deuxième de y/; 

•ces deux fonctions ayant toiême dérivée diffèrent par une 
constante ; on a donc 

dx , 



jr « 
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la (Constante 'A* «est (égale à «o puisque pour t = o>on<a 



donc 

de 



, V tlx 



le premier membre est la dérivée de x par rapport à ^ et le 

second membre est la dérivée de Vf^t H — y^^ pat* rapport à' la • 
même variable; on. a donc 

la constante A*' est égale à j;©? puisque pour ^ = o on a 

« 

Fëquation du mouvement est donc 

(3) ^ = ^o-+- vsit-^ - Y^'; 

2 

c'estTëquation flu^mouvement uniformément varié étudié pré- 
cédemment (n** 12). 

i^ Si la vitesse initiale v^^^sX positive ou nulle (c'est le cas 
d'un pointipesantJancé vers le bas ou abandonné à lui-même), 
V t\,x augmentent constamment et indéfiniment; le mouve- 
ment est uniformément accéléré ; 

2® Si Ko 'eî>t7ie^a^(/'( c'est le cas d'un point pesant lancé 
vers Iç haut), le mouvement est d'abord uniformément tc- 
tardé : la vitesse v^ d'abord négative, diminue en valeur abso- 
lue et s'annule au bout du temps /| = — — ^ • 

Dans cette première période, x va en diminuant, le mobile 
s'éloigne de Po dans le sens contraire à celui du champ et à 
l'instant t^ arrive à son élongation maximum P| avec une 
vile^e ooEulle. Arpaittirde ce moment, Je :nidbile:fte<tFOuve dans 
les mêmes conditions que :s^iliétait;abandonfné sans ^île&seeh 
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Pi : il revient en sens contraire d'un mouvement uniformé- 
ment accéléré. 

Relation entre la variation de vitesse et le chemin parcouru. 

— En éliminant / entre les équations (2) et (3), on a 

(4)* v^'-vl='iy{x — Xo), 

qui donne la variation dti carré de la vitesse en fonction du 
chemin positif ou négatifs — Xq parcouru depuis la position 
initiale. Cette équation résolue par rapport à ç> 

montre que, lorsque le mobile passe par une position déter- 
minée, sa vitesse est la même en valeur absolue, qu'il marche 
dans le sens du champ ou en sens contraire : il repasse alors 
par une même surface de niveau ; en particulier, pour x = Xq. 
V prend les valeurs H- ^o et — v^ ; le corps repasse donc au 
point d^oîi on Va lancé avec une vitesse égale et de signe 
contraire à celle qu'on lui avait donnée. 

Ce sont bien là les faits d'expérience qui résultent de 
l'observation du mouvement qu'imprime la pesanteur à un 
corps lancé de bas en havit suivant la verticale avec une 
vitesse Vq, Dans ce cas particulier, pour pouvoir appliquer 
les équations précédentes, on prend la verticale dans le sens 
de haut en bas et on remplace y par g. 

En remarquant qu'un instant quelconque du mouvement 
peut être considéré comme instant initial, on peut énoncer la 
relation (4) de la façon suivante : 

La variation du carré de la vitesse, lorsque le mobile 
passe d'une position quelconque Vq à une autre posi- 
tion P, est égale au produit de 2^ par la valeur algé- 
brique PoP du chemin parcouru estimé positivement 
dans le sens du champ. 

Par exemple, dans le cas de la pesanteur, le chemin par- 
couru doit être estimé positivement vers le bas. 
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Gomme application , cherchons la vitesse acquise par un 
point "pesant abandonné à lui-même dans une position Pô et 
tombant d'une hauteur A : on aura 



(5) 



pQ = o, X -^Xq=^ h. 



Inversement, cherchons la hauteur h à laquelle s'élève un 
point matériel lancé vers le haut avec une vitesse Vq] dans ce 
cas, la vitesse initiale est Po î ^^ vitesse ^, au moment où le 
mobile arrive au point le plus haut P^ , est zéro ; le chemin 
parcouru PoPi? estimé positivement vers le bas, est — h et 
l'on a 



(6) 



— i'î = — 2^A, 






Le point retom^)e ensuite et quand il repasse au point de 
départ il possède la vitesse i'o> ainsi qu'il résulte d'une 
remarque précédente. On le vérifie immédiatement à l'aide 
des formules actuelles, car le mobile étant monté à- la hau- 

leur A = — îî- , quand il retombe ensuite de cette même hauteur 

il prend d'après (5) la vitesse ç^= ^^A, d'où \?^=ç^. Cette 
équation (i> — Çq)(ç ^ ç^) z='o comporte deux solutions, 
dont l'une correspond à l'instant initial et l'autre à l'époque 
où le mobile passe au point d'où on l'a lancé. 

Donc la hauteur à laquelle s' é lève un mobile pesant 
lancé, de bas en haut suivant la verticale avec une 
vitesse v^ est telle que^ si le corps tombait sans vitesse 
initiale de cette même hauteur j il prendrait précisément 
cette même vitesse Vq. 

L'équation (4) peut d'ailleurs être obtenue directement 
en dirigeant autrement les calculs ; multiplions les deux 

dx 

termes de 1 égalité (i) par 2 — 



d^x dx 



dt* dt 



^ dx 
7/7 ~" ^ï"^ 



dt 



AC. 



8 
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Le premier membre est la dérivée de ( ~ j et le second 
celle de n'^x; on a donc 

k est déterminé par les conditions x = x©, i^ = ^oà l'instant 
initial; d'où 

A: = t'J — 273^0 
et 

Second cas ; mouvement curviligne. — Nous supposerons 
maintenant le mobile lancé à l'instant ^ = o dans une direc- 
tion oblique par rapport à celle du champ avec une 
vitesse ^o* Un premier fait, évident par raison de symétrie, 
est que la trajectoire est dans le plan mené par Vq parallèlement 
.à la direction du champ; par exemple, pour un point pesant, 
elle est dans le plan vertical mené par i^o- 

On peut vérifier. ce fait par le calcul; en effet, prenons un 
axe Oy parallèle à la direction du champ,; les projections de 
la force sur les axes O^ et Oz seront nulles, 

X = o, Z = o. 
Les équations du mouvement donnent alors 

* 
dûc dz 

on en déduit que -r et ^ sont constantes, 

dx ^ dz _ 

Ces équations signifient que^ dans toute la durée du mou- 
vement, les projections de la vitesse sur Ox et Oz sont con- 
stantes. Les quantités A et G sont donc les projections de la 
vitesse initiale Po sur ces axes. 
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Les deux membres de la première des équations précé- 
dentes sont les dérivées de x et At; on a donc 

X == Xt -+- .Tq, 

j?o désignant une constante égale à Tabscisse du point à 
riïistant o; on a de même 

d'où, en éliminant t, 

C'est l'équation d'un plan fixe parallèle à Oy et contenant 
la vitesse initiale. Le mobile reste dans ce plan puisque, 
quel que soit /, les coordonnées du mobile vérifient l'équation 
de ce plan. 

Ceci posé, il reste à trouver les équations du mouvement 
dans ce plan; c'est ce que nous allons faire en prenant, pour 
fixer les idées, le champ de la pesanteur. 

Prenons, pour origine O, la position initiale du mpbile, 
pour axe Oy la verticale dirigée vers le haut (en sens con- 
traire du champ) et pour axe Ox l'horizontale du plan qui 
contient la vitesse initiale, c'est-à-dire du plan de la trajec- 
toire, prise positivement de façon à faire un angle aigu avec 
la direction de la vitesse initiale. On aura 

X =: o, Y = — ni^ 

et les équations du mouvement seront 

r/2 X d^y 

Appelons a l'angle de la vitesse initiale OVo avec Ox^ cet 
angle étant considéré comme positif quand la vitesse est au- 
dessus de Ox (cas de la figure 60) et comme négatif quand il 
est au-dessous. Les projections de la vitesse initiale sur les 
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axes seront 

To cosa, i'o sina; 

les coordonnées initiales dn mobile sont 

X = o, y = o. 

doc 
La première des équations du mouvement montre que --j- est 

constant et égal à la projection 'de la vitesse initiale sur Ox : 
on a donc 

dx 

(i) -y- =-- i^ocosa, 

( •>, ) , X ^ K\ / cos % ; 

la deuxième équation donne de même 

(l'y ^^- =-î>jr< -hPosina, - 

(2') r = hi^o^sina. 

Les équations (i), (i') donnent la vitesse 
(3) t'«= t>îcos»a-h((^o^ina — ^0*= ^'%—'>gy\ 

la valeur numérique de la vitesse à chaque instant est la 
même que si le mobile tombait sans vitesse initiale dé la 

hauteur — ^ à la hauteur y. 

Entre les équations (2), (2'), éliminons le temps; nous 
obtenons l'équation de la trajectoire 

C'est une parabole d'axe verticale (Jig* 60) qui tourne sa 
concavité vers le bas, car le coefficient de x^ est négatif. 

Si a était négatif, -^ serait, d'après (i'), toujours négatif, 

donc y irait constamment en décroissant et le mobUe ne passe- 
rait pas par le sommet de la parabole. 
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Supposons maintenant * >" o, -^ commence par être positif 

et le mobile monte; ii Aïonte jusqu'à ce que -j- s'annule ; ce 
qui se produira au bout d'un temps t' donné par l'équation 

— ^/ -f- t^osina = o, t = ~ ; 

le mobile étant arrivé à sa hauteur maximum, sa vitesse est 
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minimum en vertu de la relation (3). Les coordonnées du 
point le plus haut S, sommet de la parabole, seront 



X •=-v\t cosa = -^ 



y 



s' 







•i^ 



2 2^ 



Après cetinstant^', -j- devient négatif et le mobile redescend. 

Lorsqu'il repasse à la même hauteur, la valeur numérique de 
la vitesse redevient la même. En particulier, il repasse au 
point A au niveau de O avec la vitesse v^, La portée horizon- 
tale O A est double de l'abscisse x^ du sommet 



OA 






Pour que OA soit le plus grand possible avec une vitesse 
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initiale donnée, il faudra quesin 2 a soit maximum, c'est-à-dire 
que a soit égal à y Supposons que Ton veuille atteindre un 

point B de Ox d'une abscisse moindre que — ^ l'inclinaison 
du tir sera donnée par 

sin^a = -^ OB. 



TZ 



On voit qu'il y a deux solutions également distantes de - 

On atteindra donc le point B par deux paraboles ; on verrait 
aisément que c'est par la parabole inférieure qu'on y arrive 
dans le temps le plus court. 

On peut déterminer géométriquement la position de la 
parabole correspondant à un angle donné a; pour cela, nous 
allons d'abord établir que toutes les paraboles obtenues en 
faisant varier a ont pour directrice la droite D, 






En effet, le paramètre de la parabole décrite par le mobile 
est 



çl cos*a 



l'ordonnée du sommet étant y'= — -> l'équation de la 

directrice sera 

C'est donc bien la droite D située à la hauteur à laquelle 
monterait le point s'il était lancé verticalement avec la 
vitesse Çq, 

Cela posé, supposons donnée la tangente à l'origine Oi>o ; 
le fojer devra se trouver sur la droite OF telle que 0(^o soit 
bissectrice de l'angle FOD ; il devra aussi se trouver sur le 
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cercle décrit de O comme centre avec OD comme rayon ; il 
est donc à l'intersection de ces deux lignes. 

On peut, comme exercice, en supposant Vq donné, cher- 
cher sous quel angle a il faut lancer le projectile pour atteindre 
un point déterminé M I du plan. On trouve que, pour que l'on 
puisse atteindre le point Mi, il faut qu'il soit à l'intérieur de 
la parabole ayant pour foyer O et pour sommet le point D ; 
cette parabole, tracée en traits ponctués sur la figure, 
s'appelle la parabole de sûreté; elle est l'enveloppe des tra- 
jectoires obtenues en laissant Vq constant et faisant varier a. 

w 

l 

61 . Mouvement d'un point attiré ou repoussé par un 
centre fixe O proportionnellement à la distance. — Soit 
Po la position initiale du mobile ; deux cas sont à distinguer 
suivant que la vitesse initiale est : soit nulle, soit dirigée sui- 
vant OPo dans un sens arbitraire, ou suivant qu'elle fait 
avec OPo un angle différent de zéro. 

• Dans le premier cas, il est évident que, par raison de 
symétrie, le point restera sur la droite OP© et que son mouve- 
ment sera rectiligne. Dans le deuxième cas, son mouvement 
sera curviligne. Nous étudierons d'abord le cas simple du 
mouvement rectiligne. 

Mouvement rectiligne; cas de l'attraction. — Prenons 
pour origine le point attirant O et pour axe Ox la droite 
décrite par le point. Appelons Xq l'abscisse initiale et r© la 
valeur algébrique de la vitesse 
initiale (/^. 61). ^''^' ^'• 

. Soit à l'instant t, x Tab- 
scisse du mobile P, la force F 
appliquée au mobile est di- 
rigée dans le sens PO et proportionnelle à la distance OP; 
sa valeur algébrique X est donc de signe contraire à ;r et 






-•ci: 
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proportionnelle à Xy et Ton a 

K.^ étant une constante. L'équation du mouvement est donc 

• 

m —rz = — K*.r 
et en posant 

m 






w'.r. 



Cette équation convient, que le point mobile soit à droite 
ou à gauche du centre attractif O. 

Multiplions les deux membres de cette égalité par 2 -1-* 



d^x dx ^ dx 



(dx\* 
-^ j > le second est 

celle de — to^x^; ces deux fonctions primitives ne diffèrent 
que par une constante k, puisque leurs dérivées sont égales; 
on a donc 

dx 
Or gr est la valeur algébrique v de la vitesse ; à Finstant 

initial, x =z Xq, ^' = <'o; on a donc, pour déterminer h^ 

l'équation 

vl = — iii'jrj -f- h 

qui donne pour h la valeur 

A = pj -f- oj^xj. 

h est une quantité essentiellement positive et supérieure 
k (ù^xl : nous pourrons donc poser h égal à un carré tù^a^y 
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avec a >■ x^. L'équalion du mouvement s'écrîl encore 

Si nous supposons le mobile lancé avec une vitesse 
initiale c^ positive, il faudra prendre au. début le signe + 
devant le radical; lorsque x augmente, la vitesse diminue et 
s'annule au point A d'abscisse x = a. 

A ce moment le punt revient sous l'effet de la force attrac- 
tive, et il faut prendre le signe — devant le radical qui 
donnée; le mobile, dans celte nouvelle phase, va jusqu'au 
point A', x=^ — a, où sa vitesse s'annule de nouveau, etc. 

L'équation (2) peut s'écrire 

t ■ dx -_ 

le premier membre est la dérivée, par rappori à (, . de 
arc sin -> le deuxième de bit: on a donc 



a. étant une constante arbitraire ; d'oii 

On a ainsi l'équation du mouvemeni. 

C'est l'équation du mouvement vibratoire simple étudié 
au n- i3. 

Si l'on veut exprimer les constantes a et a en fonction des 
coniditions initiales, on pourra compter le temps t à partir de 
l'instant initial; alors, pour f =: o la fonction x doit prendre 
une valeur a:,,, abscisse initiale, etsa dérivée -j unevaleurx^ 
égale à la valeur algébrique c» de la vitesse initiale. On a donc 

formules déterminant a et a. 



, -^nr?! 
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Si Ton développe le sin((o^ 4- a), qui figure dans Téqua 
lion (3) du mouvement, on a 

(5) X = asinoLCOSbit -h a cosoisintot] 
d'où, en vertu des relations (4), 

(6) X = Xq costat -\- — sintat. 



(I) 



Durée d'une oscillation. — La durée d'une oscillai ion 
simple est le temps que met le mobile à aller de A en A'. 
Or, à Finstant t^ , 

to^i -f- a = —> 

on a 

X =.a ; 

le mobile est au point A, et à l'instant t.2y 

on a 

X = — a; 

le mobile est en A/ : la durée de l'oscillation simple est donc 

TZ 
O) 

Cette durée est indépendante des conditions initiales. 

Le temps que met le mobile à aller de A en O est 6= — • 

En particulier,- supposons que l'on abandonne le point sans 
vitesse initiale. Alors 

(^0=0, Xq= a, a = - 



et l'équation du mouvement devient 

X = â7oCOSb>^. 




vTsr^ ' 
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Le temps qiiè met le mobile à arriver en O est 

il est indépendant de la distance à laquelle le point est 
abandonné sans vitesse; on exprime ce fait en disant que le 
mouvement est tautochrone . 

Mouvement rectiligne ; cas de la répulsion. — L'équation 
<Iu mouvement est évidemment 



~di> 



= w*a". 



Multiplions les deux membres par 2 -j-; il vient 

d'^x dx ^ dx 

2 —7-7- —r — '2 10= J7 —-' 

dt^ di dt 



et, par suite, 



(S)*='"'^'-^*- 



Si le mobile est placé au début en une position P© à 

distance x^ du centre {^fig- 62) et si nous le supposons 

animé d'une vitesse initiale i^©, 
nous avons ^ig- 62. 

(7) v\ — iù'^x\-^ h, *^ill 11:^, 

Actuellement h est, suivant les 
cas, positif, négatif ou nul. Posons A = o>2a; nous pouvons 
écrire 

— T- = zi: u) y/ÏM-X. 
dt 

Nous allons exprimer x en fonction de t en supposant que 
l'on prenne le signe -f- ; le calcul et les résultats seraient les 
mêmes avec le signe — . 
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On a alors 



Ir 



■A 



dx 



— = (o /j-* 4- A, x\ = To = w /.rj -♦- À; 



dt 



en écrivant 



w 



\>: 



m 



IV 



t?:. 



Si ' 



dx 



on voit que le premier membre est la dérivée de 

Log(a7 -h/:rî-h X)' 
par rapport à ^ et le deuxième la dérivée de o)/. On a donc 



pour 
donc 



Log(ar-f- v^.r*-H X)= w/ + a; 



» — Oj JC — •3'*0f 



Log{iro-l-/j™3-hX)= a; 



remplaçant a par cette valeur, on a 



Log 



X -f- v/a7- -H X 
.^0 -H /j?o ~+" ^^ 



= (O/, 



d'où, en passant des Logarithmes aux nombres, 

a? 4- /ar* H- X = (.ro -h /a^J -f- X) «<*>'. 

De cette équation on déduit la suivante 

X — v/a7*H- X =( JTo — >J^\ -+- X ) e-««>' ; 

en effet, en multipliant ces deux relations membre à membre, 
on a une identité. 

En ajoutant ces deux relations^ on a. 

X = Xa h V J^o ■+" X 



ikr 
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c'est-à-dire, d'après la valeur ci-dessus de x^=. i'^, 



1^5 



(8^ 



X — QCii 



g(ùt_i.g~(ût Çq gWf «_ g— W/ 



'1 



CO 



î 



Telle est l'équalion du mouvement; il serait facile, de * 
vérifier que cette valeur de x satisfait à l'équation du mouve- 
ment et que pour t= o cette fonction se réduit k x = Xq et 
sa dérivée à ^q= ^'o» vitesse initiale. 

La notation des sinus et cosinus hyperboliques fait ressortir 
l'analogie avec l'équation trouvée dans le cas d'une attraction 
proportionnelle à la distance; en effet, l'équation que nous 
venons de trouver peut s'écrire 

x^=Xochiot-] sno)/, 

(0 

entièrement analogue à l'équation étudiée au n® 14. 

Discussion. — Nous pourrons toujours supposer j?q > o ; 
cela revient à choisir OP© comme sens positif de Ox, Sup- 
posons d'abord Çq>o; le mobile s'éloigne constamment du 
centre attractif et sa vitesse croît indéfiniment avec x. Sup- 
posons maintenant (^o< o; au début, la vitesse sera négative; 
il faudra donc prendre le signe — devant le radical. Suppo- 
sons A>o; à mesure que le point s'approche de O, sa 

vitesse diminue en valeur absolue jusqu'à y/A; le mobile 
dépassera le point O avec cette vitesse et s'éloignera avec une 
vitesse indéfiniment croissante en valeur absolue. Si h est 
négatif, on peut poser A = — (o^a^ et l'on a 



-j^ = — oj s/x^—a^y 



où a est nécessairement moindre que Xq, car pour x = XqIa 
vitesse Çq est réelle; le mobile arrivera donc au point A 
d'abscisse a {Jig* 63), sa vitesse s'y annulera, changera de 



r,*jzr^ 



.-^it. 
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signe et le mobile s'éloignera indéfiniment de A avec une 
vitesse toujours croissante. H est intéressant d'étudier le cas 
intermédiaire ro< ^ ^^ ^= ^- Dans cette hypothèse on a 

(1) 77" ~ — /lo* x^ = — ttix. 

La vitesse diminue constamment à mesure que le point se 

rapproche de l'origine, le mobile 
^^^' ^^' se rapproche indéfiniment du 

,-jto-,, point O mais sans pouvoir l'at- 

pT teindre dans un temps fini; ce 

temps peut, en effet, se déduire 
• de la relation (i), qui s'écrit 

dx , 

= W (t/. 

et par suite 

Log a? = — {.mI ^n p\ 

la constante p est déterminée, puisque pour x = Xq on a 

/ = o : 

par suite 

p — Logj^o» 
et 

or cette expression croît indéfiniment lorsque^ tend vers zéro. 
Le point O se distingue par cette particularité que c'est 
une position d'équilibre instable; le mobile placé en O sans 
vitesse initiale resterait au repos; mais, si on l'écartait un 
peu, la répulsion l'écarterait indéfiniment; le plus souvent, 
lorsqu'un mobile s'approche d'une position d'équilibre 
instable avec une vitesse qui tend vers zéro, il s'approche 
indéfiniment de cette position sans jamais l'atteindre. 
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L'équation ('i) peut s'écrire 



X = Xoe 



tat 



c'est l'équation du mouvement; dans ce cas particulier, la loi 
des vitesses est alors 

et la loi des accélérations 

ce qui est bien conformée à l'hjpo thèse initiale. 

On peut aussi déduire ce cas de l'équation générale (7); 
h étant nul, on a 

Mais ^0 est supposé positif et s^q négatif, donc (^0= — tox^ ; en 
portant cette valeur de (^q dans (8) on aura 

X = Xoe~*^'. 

Mouvement curriligne; cas de rattraction. — Remarquons 
tout d'abord que, si un point est attiré ou repoussé par un 
centre fixe O suivant une loi quelconque, sa trajectoire est 
une courbe plane située dans le plan déterminé par O et la 
vitesse initiale. On peut regarder le fait comme évident par 
raison de symétrie ; on peut aussi le vérifier par le calcul. 

En effet, prenons le point O comme origine : la force 
appliquée au point mobile P de coordonnées x, y y z étant 
dirigée suivant OP, l'accélération du mobile est aussi dirigée 
suivant OP et les projections de l'accélération sont propor- 
tionnelles à celles de OP, c'est-à-dire à ^, y, 5; on a donc 

d^ X d^y d* z 
IF ~dn ~dt^ 
X " y " Z ' 



II 
il 
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on en déduit 
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,d>'y _ 



(i) 



Z —,-- — X 



~dii 

d^Y 

dt* -^ 



dt^ 

d^z 
'dï^ 

d*x 
~dÔ 



-o, 



o, 



= o. 



Mais ces équations donnent les trois suivantes 



(a) 



dz 
dt 

dx 



"*. dt 



z —, X 



dt 

dy 

dt 



—y 



dz_ 
dt 

dx 
"dt 



-G, 



A, B, C désignant des constantes, car le premier membre de 
chaque équation (i) est la dérivée par rapport à < du premier 
membre de l'équation correspondante (2). Ajoutons ces 
dernière^ équations après les avoir multipliées respectivement 

par x^y^ s; nous aurons 

o = A ar 4- B^ -H G z, 

équation d'un plan passant par 
l'origine; la trajectoire est* donc . 
dans un plan passant par O et, 
comme la vitesse initiale lui est tan- 
gente, elle est dans ce plan. 

Cela posé, revenons à notre pro- 
blème. Soit Po la position initiale 
du mobile, Vo le vecteur vitesse 
initiale. Prenons pour axe Ox\^ 

droite OPo {fig* 64) et pour axe Oy une droite parallèle à V© 

et de même sens que Vo. 

Le mobile étant en P est sollicité par une force F dirigée 
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suivant PO et égale à K^ OP ; ses projections X et Y sont donc 
égales aux projections ^ et ^ de OP changées de signes et 
multipliées par K^ : • 

X= — K^Xy Y=— K2jK. 
Les équations du mouvement sont donc 

OU, en faisant comme plus haut — = co^, 

Il s'agit de trouver des fonctions :r et jk de t vérifiant ces 
équations et satisfaisant aux conditions initiales suivantes qui 
résultent du choix des axes. Comptons le temps t à partir de 
TiDStant initial ; alors pour / = o on doit avoir 

a désignant la distance OPo- En outre, la vitesse initiale étant 
parallèle à Oy, sa projection x^ sur Ox est nulle et sa pro- 
jection y'^ sur Oy est égale à PoV^= ç^^ : les dérivées de x 
et de y par rapport à t prennent donc pour ^ = o les va- 
leurs o:'^ t== o, /^ = ^o- 

Or nous avons vu que la fonction x vérifiant la première 

des équations (3) d^ telle façon que pour ^ = o elle prenne 
une \aleur ^o et sa dérivée une valeur x\ est 

« 

37 = a^o cos oj ^ -i ~ sin w t. 

La deuxième des équations (3) est identique à la première, 
sauf le changement de ^ ^^y\ l^^ fonction y vérifiant cette 
équation de telle façon que pour ^ = o elle prenne une va- 
AC. 9 
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leur y ^ et sa dérivée une valeur y'^^ est donc 



y z=jrQ cos mt "h ^^ sin (i> t. 



Mais actuellement 



^0 = Cly yà = O, 



Le mouvement demandé est donc défini par les formules 



X ^ acosoit, r= — sino)^. 



La trajectoire est une ellipse 






rapportée à des diamètres conjugués; si Ton appelle 61a lon- 
gueur du demi-diamètre OQo parallèle à la vitesse initiale, 
on a 

(4) b = —, Po= w6. 

La durée de la révolution du point sur l'ellipse est la période 
qu'il faut ajouter à t pour que x et y, c'est-à-dire sinco^ et 
coswf, reprennent la même valeur; elle est donc 

(0 

Elle est indépendante des conditions .initiales. Le cas du 
mouvement oscillatoire rectiligne apparaît alors comme le 
cas où cette ellipse est infiniment aplatie. 

Comme un instant quelconque du mouvement peut être 
regardé comme initial, on voit que, le mobile étant dans une j 

position quelconque Po sur l'ellipse qu'il décrit, pour avoir sa 
vitesse Po Vq en ce point il suffit de prendre le demi-diamètre 
OQo conjugué de OPo ; la vitesse Po Vo est parallèle à OQo et 
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égale à wOPo [équation (4)]î l^i vitesse est donc maximum 
à l'extrémité du petit axe et minimum à l'extrémité du grand. 

Mouvement curviligne d'un point repoussé par un centre 
fixe proportionnellement à la distance. — Prenons les mêmes 
axes que pour le problème précédent. Les équations du 
mouvement ont la même forme au changement de signe près 
qui provient du changement de sens de la force. On a donc 



(I) 



d'^x 



-- f.tS 






^ ^ ... 



dt^ 



= ixi^y. 



Les conditions initiales sont les mêmes : pour f = .o 
(2) Xo=a, J^o=o, a?ô = o, y^ = Po- 

Mais la fonction du temps vérifiant la première des équa- 
tions (i) et prenant, ainsi que sa dérivée, des valeurs ini- 
tiales Xq et x'^ est 

x' 

X ■=. XnCYHiim ^ Sh 0) <. 

(0 

La seconde équation ayant même forme donne de même 

y' 

y = Va ch u) ^ -h ^^ sh co t. 

Actuellement, d'après les conditions initiales (2), on aura 
pour les équations du mouvement 

Va 

En éliminant t à Taide de la relation 

ch*a)^ — sh*(i)^ = I, 



•^^ 

'"«3 



on a la trajectoire 



x^ 



2r.>2 



X^ ^1(0* ^ 



«2 
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C'est une hyperbole rapportée à deux diamètres conju- 
gués (yî^^. 65), 



OPo=a et OQo=6 = ^ 



Le mobile décrit une des branches de la courbe. La rela- 




tion {fo = <i^b = toOÇlo s'interprète comme dans le cas de 
l'ellipse. Un instant quelconque pouvant être regardé comme 
initial, on voit que pour avoir la vitesse en un point Pq il suf- 
fit de prendre le diamètre conjugué OQo de OPo ; la vitesse 
est parallèle à OQo et égale à w.OQo. Cette vitesse est mini- 
mum au solnmet de l'hyperbole; elle augmente au delà de 
toute limite quand le point s'éloigne indéfiniment. 

Le cas du mouvement rectiligne apparaît comme le cas où 
cette hyperbole serait infiniment aplatie. 

62. Vitesse aréolaire d'un point dans un plan. — Soit 
un point M décrivant (Jig. 66) une courbe plane. Joignons 
un point fixe O du plan au point M et considérons l'aire A du 
secteur MqOM balayé par le rayon vecteur OM quand le 
mobile passe de la position initiale Mo à la position M. 
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Fig. 66. 



Cette aire est une fonction de ^ : la dérivée --rr s'appelle vitesse 

aréolaire du point. 

Prenons un axe polaire O^ et appe- 
lons r et 8 les coordonnées polaires du 
point M à l'instant t. Quand t croît 
de Af , le point prend la position M' de 
coordonnées r + A/' et 6 -h A8, l'aire A 
croit de : 

AA = secteur MOM'. 

Décrivons de O comme centre les 
arcs de cercle MH et M'K de rayons respectifs /• et r-i- Ar; 
l'aire AA est évidemment comprise entre les deux secteurs 
MOH, M'OK : 




ir2 Ae< AA< i(r-h Ar)î A6. 

2 2 



Divisons par A^ 



I AO ^ AA ^ 1 , , „ AO 
1 ^t A^ 2 A^ 



Quand A^ tend vers zéro, ~ tend vers la dérivée 9'^ ou -j- 



a; 



de 9 par rapport au temps, Ar tend vers zéro, et ^ tend vers 



la vitesse aréolaire -r- • On a donc 

dt 



AA 

a; 



(1) 



dt ^ 1 dt 



En coordonnées cartésiennes, on a 



en efiet, 



dA 

dt 



i\ dt -^ dtj' 



Y 
r^ = x^-hy^, 6 = arctang— ; 
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donc 

dy dx 

dt "" iF»-f-7« '' 

en substituant dans (i) on a la nouvelle formule (2). 

Théorème. — Si V accélération passe constamment par 
un point fixe O, la vitesse aréolaire autour du point, 
dans le plan de la trajectoire, est constante. 

En effet, supposons que l'accélération passe constamment 
par un point O pris pour origine. Les projections de l'accé- 
lération seront proportionnelles à celles de OM; on aura donc 

• d'^x d^y 

d^y d^x 

df*^ -^ dt^ 

Mais le premier membre de cette expression est la dé- 
rivée de 

dv dx 

dt -^ dt 

par rapport au temps ; on a donc 

dy dx ^ 



c'est-à-diré 


dk. G 
dt a 


On conclut de là 


A- -(«~ <o) 
1 



en supposant que îq soit l'instant où le mobile est en M©. 
Donc, si V accélération passe par le point O, Vaire balayée 
par le rayon vecteur OM est proportionnelle au temps. 
Ce fait se présente, par exemple, dans les deux pro- 
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blêmes {u? 61) : mouvement d'un point attiré ou repoussé 
par un centre fixe proportionnellement à la distance. 

Ainsi, dans la composition de deux mouvements vibra- 
toires rectangulaires de même période (n** 36), la vitesse 
aréolaire est 

-j— = abta sin(3 — a), 

de 1 ^^ '' 

expression qui montre, comme nous l'avons vu autrement, 
que le mobile tourne dans un sens ou dans l'autre suivant le 
signe de sin(p — a). 

63. Composition des forces. — Lorsque plusieurs forces 
agissent simultanément sur un point matériel, on admet que 
l'accélération qu'il prend est la somme géométrique des accé- 
lérations que chacune des forces lui imprimerait si elle était 
seule. 

On en déduit immédiatement la composition des forces 
appliquées à un point matériel. 

U accélération imprimée à un point à un instant quel- 
conque par des forces F| , Fa, . . . , F^ e/i nombre quelconque 
est la même que si le point était sollicité par une force 
unique F égale à leur somme géométrique. Considérons 
des forces qui, agissant successivement sur le même point M, 
lui communiqueraient respectivement des accélérations ^i, 
Y2> •••? Y/ï* Les valeurs de ces forces à l'instant t sont en 
grandeur, direction et sens 

(FO=/n(Yt), (F,)=/n(Y.), ..., (F„)=m(Y«). 

Lorsque toutes ces forces agissent en même temps sur le 
point M, elles lui communiquent une accélération y égale à 
la somme géométrique de y^, ya? •••j Y/i 

(ï) = (Ti)-^(ï2)-+-...-h(T«). 

La valeur F à l'instant t de la force unique qui communi- 
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querait au point cette même accélération y {^fig- 67) est 

(F)=/n(Y). 

Les figures formées par les points F|, F2, ..., F,,, F 

d'une part, et les points yi, y2) •••? Y/?? 
y d'autre part sont donc homothé- 
tiques par rapport au point M, le 
rapport d'homolhétie étant m ; comme 
y est la somme géométrique de yi, 
Y2î •••) Y/ij la force F est la somme géo- 
métrique deFj, F2, ..., F„ 

(F) = (F04-(F2) + ... + (F„), 

le théorème est donc démontré. 

Cette force unique F qui produit la 
même accélération que les autres 
agissant simultanément s'appelle la ré- 
sultante des forces F<, F2, ..., F;,, les forces F<, F2, ..., F,^ 
elles-mêmes étant les composantes. 

On peut alors, toutes les fois que plusieurs forces agissent 
simultanément sur un point, les remplacer par leur résultante. 
Cette opération s'appelle composition des forces appliquées 
• à un point. 

Comme elle est identique à celle qui consiste à faire la 
somme géométrique des vecteurs représentant les forces, on 
voit qu'on peut lui appliquer tout ce que nous .avons dit de 
la composition des vecteurs. 

La résultante de deux forces est la diagonale du parallélo- 
gramme construit sur ces forces. 

La résultante de trois forces est la diagonale du parallélé- 
pipède construit sur ces forces; etc. 

La projection de la résultante d'un nombre quelconque de 
forcer appliquées à un point sur un axe est égale à la somme 
des projections des composantes. 
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Inverseineot il- peut être utile de remplacer une f 
unique F appliquée à un point par d'autres F,, Fj, .... 
dont elle serait la résultante ; cette opération, appelée déc 
position d' une force- en forces concourantes, est identi 
à l'opération de la dtîcomposilion d'un vecteur. On poi 
donc lui appliquer tout ce qui a été dit à ce sujet (n" 6). 

64. Équations du mouvement. — Soit un point >: 
masse m sollicité par des forces représentées à l'insta 
par F|, Fa, ..., ¥„• Appelons X, y, z les coordonnées 
point M, {X., Y,,Z.), (X„ Yj, Z^), ..., (X„, Y„, Z„) 
projections des forces sur les axes; les projections X, ^ 
de leur résultante F sont 

(F) X = SX,, Y = ZY,. Z = 2Zr, 

les projections de l'accéléralion sont 

d^x rfV- d^ 

'dt'' dt^' dt*' 

La relation géométrique (F)^m(f) donne donc, pour 
projections sur les trois ases, les relations 



= SX,-, 






qui sont Xes'équations du mouvement. 

La notation SX, signifie qu'il faut faire la somme 
projections de toutes les forces appliquées sur O^, ei 
même pour les deux autres. 

65. Equilibre. — Plusieurs forces appliquées à un p 
matériel se font équilibre lorsque, le point étant au rej 
ces forces ne lui impriment auctm mouvement. La son 
géométrique des accélérations dues à ces forces est a 
nulle; donc la somme géométrique des forces, c'est-à- 
leur résultante, est nulle. Cette condition i 
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Téquilibre esl évidemment suffisante, d'après le principe de 
l'inertie. 

Pour exprimer, analjtiquemenl, qu'un point matériel est 
eii équilibre, il faut donc écrire que la résultante de toutes 
les forces qui agissent sur lui esl nulle, c'est-à-dire que la 
somme des projections des composantes sur chacun des trois 
axes 0;r, Oy, Os est nulle : 



B. — POINT MATÉRIEL NON UBRE. 

66. Équilibre d'un point pesant sur un plan incliné ; 
Frottement. — Quand un point pesant est posé sans \ilegse 
initiale sur un plan horizontal, comme un objet sur une table, 
il reste immobile. Cela tient à ce que son poids/) est tenu en 
équilibre par la résistance de la table. D'une façon plus pré- 
cise, la table développe une résistance qui est une certaine 
force R, égale et opposée (Jig- 68) au poids du point; le point 
matériel, étant alors sollicité par deux forces 
'^' ■ égales et opposées, est en équilibre. 

f" Supposons maintenant que l'on place nu 

point pesant, sans vitesse, sur un plan incliné 
!!t . faisant un angle a avec l'horizon. Nous sup- 
posons que ce point peut seulement glisser 
P et non rouler sur le plan : il faut donc se le 

représenter comme un petit corps solide re- 
posant par une face plane sur le plan et non comme une bille. 
L'expérience montre que le point reste immobile tant que 
l'angle et est suffisamment petit, mais qu'il se met à glisser 
quand l'angle a. surpasse un certain angle limite f : cet angle 
dépend de la nature de la surface du plan et de la nature du 
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petit corps solide constituant le point, mais il ne dépend pas 
du poids de ce point; par exemple, si le plan est une plaque de 
fonte et si les petits corps qu'on place sur lui sont en fer, 
l'angle cp est d'environ lo**. On dit que cet angle est V angle 
de frottement du point sur le plan : ainsi, dans l'exemple 
cité, on dira que l'angle de frottement du fer sur la fonte est 
de lo**. Plus le plan est poli, plus l'angle limite © est petit. Si, 
au lieu de prendre une plaque de fonte sèche, on la lubrifie 
avec de l'huile, elle dewienl plus- glissante, l'angle <p devient 
plus petit que lo®. 

On se rend compte de l'existence de cet angle en prenant 
un plan matériel horizontal dont la surface est partout dans 
le même état, et en plaçant dessus de petits corps de même 
substance, mais de poids différents. Si l'on incline le plan 
sans secousses, les corps restent d'abord immobiles, puis ils 
se mettent tous à glisser au moment où l'inclinaison a dépasse 
l'angle limite <p. On a ainsi un mojen, d'ailleurs peu précis, 
de déterminer l'angle de frottement de deux substances. 

Analysons maintenant ce phénomène. Le point étant en 
équilibre sur le plan incliné {/ig' 69), le plan développe une 
résistance bu réaction qui fait équilibre au poids p. Or ce 
poids/? fait, avec la normale mN au plan, un angle égal à a. 
On peut donc dire que le plan développe une résistance qui 
détruit le poids p, pourvu que l'angle 
de ce poids avec la normale au plan 
soit moindre qu'un certain anglie dé- 
terminé <p, qui est l'angle de frotte- 
ment du corps sur le plan. 

Décomposons le poids p en deux 
forces : l'une N, normale au plan; 
l'autre T, dirigée suivant la ligne de 
plus grande pente. La force N ne fait 

qu'appuyer le corps contre le plan, la force T tend à le faire 
glisser. Mais, comme nous venons de le voir, le glissement ne 
se produit pas tant que l'angle cl de p avec la normale est 



Fig. 69. 
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moindre que ç, ou, comme a et (p sont aigus, tant que, 

taDga^tangC'. 

Or le triangle mN/?, dans lequel mN = N et fip 
donne 

ta„ga=J. 
Donc le glissement ne se produit pas tant que ' 



= T, 



il se produit quand 



T 

N 



- ^tang<p; 



T 

^ >tangcp. 



La quantité tango s'appelle coefficient de froUement du 

point matériel sur le plan. On désigne ordinairement ce 

coefficient par/, 

/= tang^. 

Ce coefficient étant connu, on voit que le glissement ne se 

produit pas tant que 

T</N. 

On a ainsi les conditions d'équilibre d'un point pesant sur 
un plan incliné avec frottement. 

Réaction du plan. — Nous avons dit que le plan produit 

une résistance ou réaction qui est 
une force R appliquée au point en 
équilibre égale et opposée au poids. 
Cette force R fait donc avec la nor- 
male également un angle moindre 
que <p. Si on la décompose en une 
composante normale N' (Jîg- 70) et 
une composante T' située dans le 
plan, N' est égale et opposée à N, 
T' égale et opposée à T. On a donc dans l'équilibre 

T'^/N'. 




k. 



MÉGANIQUE. l4l 

67. Équilibre d'un point sur un plan sous l'action de 
forces quelconques. — Soit un plan fixe, un point m pou- 
vant glisser sur ce plan, ce point étant sollicité par diCFérentes 
forces F|, F2, . . . , F;,, parmi lesquelles se trouve 'le poids; 
soit F la résultante de ces forces. Pour que le point supposé 
immobile ne glisse pas sur le plan, il faut et il suffit : 

1° Que la force F soit dirigée de façon à appliquer le point 
contre, le plan; 

2® Qu'elle fasse avec la normale au plan un angle moindre 
que l'angle de frottement cp du point 
sur le plan. Fig. 71. 

Supposons qu'on décrive un cône 
de révolution {^fig^ 71) ayant pbur 
sommet m, pour axe la normale /nN 
au plan et pour demi-angle au som- 
met l'angle cp. Pour que le point m 
soit en équilibre, il faut et il suffit 
que la force F soit dans V intérieur 
de ce cône. On appelle ce cône le 
cône de frottement. 

Si l'on décompose F en une force N normale au plan et 
une force T parallèle au plan, pour qu'il y ait équilibre il 
faut et il suffit que 

T^/N. 

Quand l'équilibre a lieu, le plan produit sur le point une 
réaction R égale et opposée à F : en décomposant cette réaction 
en une force N' normale au plan et une force T' parallèle au 
plan, N' est égale et parallèle à N, T' égale et parallèle à T; 
donc, dans l'équilibre, les deux composantes de la réaction 
du plan vérifient l'inégalité 




T £/iY 
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Ces inégalités expriment ce qu'on appelle les lois du /'rot- 
tement à l'état d'équilibre. 

Remarque. — Comme cas limite, on considère quelque- 
fois le cas idéal où il n'y aurait pas de frottement, c'est-à-dire 
le cas où le plan serait parfaitement poli; dans ce cas, le 
coefficient de frottement /"et l'angle cd sont nuls, et pour qu'il 
y ait équilibre, il faut et il suffit que la force soit dirigée de 
façon à appliquer le point sur le plan et normale au plan; 
les composantes T et T' sont nulles dans l'équilibre. 



Application 

Fig. 72. 




Équilibre limite d'un point pesant sur un 
plan horizontal sous l'action d'une force hori- 
zontale. — Soit/7 le poids du point, q la force 
horizontale appliquée au point (Jig. 77). 
Ces deux forces ont une résultante F : pour 
que le point reste en équilibre, il faut et il 
suffit que F fasse avec la normale un angle a 



moindre que (f ; on a évidemment 



g 
tanga = — , 



Donc, pour l'équilibre, il faut^et il suffit que l'on ait 



£< 



^tang(p, qâfP' 
f désignant le coefficient de frottement. 

68. Loi du frottement de glissement à l'état de mou- 
vement* — Nous venons de voir suivant quelles lois s'exerce 
la réaction d'un plan sur un point pouvant glisser sur le plan, 
lorsque ce point est en équilibre. 

Quand le point glisse sur le plan, les lois de la réaction 
sont changées. Soit m le point mobile, V sa vitesse {fig» 78) 
à l'instant t] cette vitesse est un vecteur du plan. La réac- 
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lion R du plan sur le point est une force oblique au plan; 
décomposons cette force en une force normale N' el une 
force parallèle au planT*; la force normale est située par 
rapport au plan du côté où est placé le point; elle a une 
grandeur quelconque; la force tangen- 
tielle T' est dirigée en sens contraire ' ' ' 

de la vitesse V du point et sa grandeur 
est donnée par la relation 
T' = /N', 



/-^ 



/ étant le coefticient de frottement du 

point sur le plan. On voit que quand il y a équilibre on a, 

T'^/N'; 
au contraire, quand il y a mouvement, 

T' = /N'. 

Application. HouToment rectiligne d'un point pesant sur 
on plan horizontal sous l'action d'une force constante. — Soit 
un point matériel de poids /> posé sur un plan horizontal et 
sollicité par une force constante en grandeur et en direc- 
tion g parallèle au plan. Nous supposons qu'à l'instant ( = o 
le pointsoit abandonné à lui-même ou lancé avec la vitesse Vq 
dans la direction de g, soit dans le sens de q, soit en sens 
contraire. Le mouvement est alors rectilîgneet le point décrit 
une portion de droite parallèle à q. 



T cas. — Le point est abandonné sans vitesse. 
Si q%/p, 'le Tpoinl reste immobile(comme nous l'avons vu). 
Si q'^/p, le point se met à glisser dans le sens de q : 
prenons sa position initiale comme origine O et la droite 
qu'il décrit comme axe Ox{Jig. 74)1 1^ sens positif étant 
celui de q. La vitesse v du point à un instant quelconque 
est dans le sens Ae q; le plan exerce sur le point une réac- 
tion R qu'on peut décomposer en une force normale N' el 





Fig. 74. 
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une force tangentielle T'; la force T' est de sens contraire 
de la vitesse et égale à /N'. 

Cela posé, remarquons d'abord que N' ==./>. Le point mo- 
bile m est sollicité par les quatre forces q^ /?, T', N'. Comme 

il décrit une droite, son accé- 
lération Y est dirigée suivant 
cette droite, et par suite aussi 
la résultante my de toutes les. 
forces qui lui sont appliquées. 
La force N' doit donc être égale 
et opposée à /?. 

La force T' égale à fW est 
donc égale à fp. Comme q est supposé s-upérieur à //?, les 
deux forces q et fp se composent en une seule q — fp 
dirigée dans le sens O^ du mouvement. Comme q est con- 
stant par hypothèse, on voit qu'on est ramené au mouve- 
ment rectiligne uniformément accéléré d'un point sous 
l'action d'une force constante, le point partant de l'origine 
sans vitesse. 

L'équation du mouvement est 

On en déduit , 

sans ajouter de constante, puisque la vitesse initiale est sup- 
posée nulle; puis 

sans ajouter de constante, puisque le mobile part de O. 

Deuxième cas. — Le point est lancé dans le sens de q avec 
une vitesse Pq? la vitesse variant d'une façon continue est, au 
commencement du mouvement, dans le sens de q\ donc T' 



'IIV' 
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est en sens contraire et l'équation du mouvement est encore 



\^ Si q<,fpt le mouvement est uniformément retardé, 
on a 

m — ={q—fp)t-hmvoy 
la vitesse s'annule au bout du temps 

fp-q' 



tx = 



A cet instant le mobile occupe une certaine position m^ 
{fig- 75.) facile à obtenir par la formule 



mx = - (q — fp)t^-3^ mvç^t 



qui donne le chemin parcouru ; il se trouve alors dans les 

Fig. 75. 



a> 



V„ T' rw g nv^ 



'o 



mêmes conditions que s'il était abandonné en m^ sur le plan, 
sans vitesse initiale, et il reste immobile en /nj, car q <^fp. 

En résumé, le mouvement est uniformément retardé, et au 
moment où la vitesse s'annule le point s'arrête et reste immo- 
bile. C'est là le fait qui se produit, par exemple, pour q = o\ 
si on lance une pierre sur un plan horizontal, elle décrit une 
droite avec une vitesse décroissante et finit par s'arrêter. 

2® Si q>fp^ le point se meut sur Ox d'un mouvement 
uniformément accéléré. 

3® Si q =p fq^ l'équation du mouvement-est 

le mouvement est rectiligne et uniforme. 

AC. 10 
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Troisième cas. — Le point est lancé en sens contraire de q. 
Prenons le sens de la vitesse initiale v^ comme sens des x 
positif. Dans une position m, la vitesse du mobile est dans le 
sens positif {^fig* 76), donc T' est dans le sens négatif 
comme q\ les deux forces T' z=zfp et y s'ajoutent alors pour 

Fig. 76. 



.x> 



T' q 



m. 



TTLi 



donner une force q +/p dans le sens négatif. L'équation du 
mouvement est 



m 



dt* 



= -(9-^fp)^ 



elle définit un mouvement d'abord uniformément retardé; on 
en déduit 

dût/ 

Le point arrive au bout du temps 



^ = 






dans la position m< où sa vitesse s'annule. A partir de ce 
moment, il est dans les conditions du premier cas ; il se. com- 
porte comme s'il était abandonné sans vitesse initiale sur le 
plan sous l'action de la force q» 

Si q =//>, il reste immobile en /Wi ; 

Si q ^fp-i il revient sur ses pas d'un mouvement uniformé- 
ment accéléré d'accélération ^ JP 



m 



Cas où la force q cesserait d'ag^ir à un certain instant. — 
Si, à un instant où le mobile a une vitesse v^^ q devenait 
nul, l'équation du mouvement serait 



m 



d>x 



= -fP\ 
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et le mobile, après avoir pris un mouvement uniformément 
retardé, s'arrêterait dans la position où sa vitesse devient 
•mille; c'est, comme nous l'avons déjà dit, le cas d'une pierre 
lancée sur un plan horizontal. Si, en même temps, le frotte- 
ment était nul, on aurait 

le mouvement serait rectiligne et uniforme. Oïl peiit appro- 
cher de ce cas idéal en lançant un morceau de glace sur un 
plan de glace horizontal; le mouvement est sensiblement 
uniforme, carie frottement, sans être entièrement nul, devient 
très faible. 

69. Mouvement d'un point sur un plan incliné sans 
frottement. — Quand un point se meut sur un plan incliné 
sans frottement, /= o; la composante tangentielle T' de la 
réaction du plan sur le point est nulle, et cette réaction se 
réduit à sa composante normale N' 

Soit alors un point pesant m de 
poidsjt? mobile, sans frottement, sur 
un plan incliné, faisant un angle a 
avec l'horizon. Soit N' la réaction du 
plan sur le point; décomposons p en 
deux composantes, l'une T = /?sina 
située dans le plan et dirigée suivant 

la ligne de plus grande pente, vers le bas, l'autre N=/7 cosx 
normale au plan. Le point se meut sous l'action des trois 
forcer T, N et N'. Comme il reste dans le plan, son accé- 
lération Y est dans le plan : la résultante des forces qui 
lui sont appliquées, étant égale à my, est donc aussi dans 
le plan. On a donc 

N'= N =/>cosa, 




à 
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et la résultante des forces agissant sur le point est la force 

T =/> sina, 

constante en grandeur, direction et sens, 

,,■ On pourra alors appliquer au mouvement produit par cette 

S; force tout ce que nous avons dit du mouvement d'un point 

sous l'action d'une force constante. Si le point est lancé 
^^ suivant une ligne de plus grande pente, vers le haut ou vers 

î le bas, ou abandonné à lui-même, il prend un mouvement uni- 

. formément retardé ou accéléré d'accélération = ^ sina. 

S'il est lancé dans une autre direction dans le plan, il prend 

un mouvement parabolique. 

t 

70. Principe de règalité dé Faction et de la réaction. 

Newton a énoncé, sous le nom de Principe de Inégalité de 
l'action et de la réaction, la loi suivante : Si un point M 
est sollicité par une force F due à la présence d'un autre 
point M', cette force est dirigée suivant MM' et le second 
point M' éprouve de la part de M une force égale et précisé- 
ment opposée à F. Newton exprime ce fait en disant que la I 
réaction est égale et opposée à l'action. 1 

Le principe de l'égalité de l'action et de la réaction s'étend 
immédiatement aux actions mutuelles de deux systèmes de , 

points (S) et (S'). I 

Si les points du système (S) exercent sur ceux de (S') I 

certaines ïorces, inversement les points de (S') exercent sur j 

ceux de (S) des actions représent.ées par des forces égales et l 

directement opposées aux premières. 

Ainsi, quand un cheval tire une voiture, les actions d'un 
des traits sur la voiture sont égales et directement opposées à 
celles de la voiture sur le trait, etc. 

71. Pression totale ; Pression par unité de surface. — 

Gomme application de ce principe général, nous pouvons, 



■ V, 



K 



k. 
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dans les exercices précédents relatifs au mouvement d'un 
point sur*un plan, déterminer ce qu'on appelle la pression 
totale du point sur ce plan ou force pressante. 

Nous avons vu que, quand un point est en équilibre ou en 
mouvement sur un plan, la résistance du plan sur lui ou la 
réaction du plan sur lui est une force R ayant une composante 
normale au plan N' et une composante parallèle au plan T'. 
Nous avons douné successivement les lois de ces forces dans 
l'hypothèse de l'équilibre, puis dans celle du mouvement. 

D'après le principe de l'égalité de l'action et de la réaction, 
puisque le plan agit sur le point en produisant une force R . 
appliquée au point, celui-ci doit agir à son tour sur le plan 
et produire une force — (R) égale et opposée à R et appliquée 
au plan. 

C'est cette force qu'on appelle pression totale du point 
sur le plan. 

Cette pression totale pourra comme R se décomposer en 
deux forces, l'une — (N) normale au plan, égale et opposée ' 
à N', l'autre — (T') parallèle au plan, égale et opposée à T'. 

On pourra appliquer ces considérations à chacun des pro- • 
blêmes précédents. 

Par exemple, pour un point pesant en équilibre sur un plan 
incliné avec frottement (66), l'angle a étant au plus égal à cp, 
la pression totale du point sur le plan est égale et opposée à 
la réaction R du plan sur le point. Mais, comme R est égal 
et opposé au poids du point, la pression totale du point sur 
le plan est précisément égale au poids. 

Si un point pesant de poids/? glisse sur un plan horizontal, 
sous l'action d'une force constante q parallèle au plan (68), la 
réaction R du plan a une composante normale N' égale et 
opposée à/? et une composante tangentielle T*=fp opposée 
à la vitesse V; la pression totale du point sur le plan a donc 
une composante normale égale au poids et une composante 
tangentielle égale à fp dirigée suivant la vitesse V. La près- 
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sion totale est donc 

^ ^ '' COSçp 



Cl 



%■ Enfin, si un point pesant glisse sans frottement sur un plan 

fo^' incliné faisant l'angle a avec l'horizon, /est nul, T est nul, 

la réaction du plan se réduit à la composante normale 
N'=/?cosa et la pression totale du point sur le plan, égale 
et opposée à N', est normale au plan et égale à p cosa. 

Quand un corps de dimensions finies est en repos sur un 
plan horizontal qu'il touche par une surface plane S, on appelle 
\^ pression par unité de surface ro le quotient de la pression 

U totale, c'est-à-dire du poids P du corps par S, 












n 






■* 



■■i 



• 



y 



(!) «»=s 



La pression par unité de surface n'a pas, comme la 
, pression totale, les dimensions d'une force ; on voit, d'après 

l'équation (i), que ses dimensions sont L"*MT~^. 
^ L'identité complète des termes par lesquels on désigne, 
% ' dans l'usage courant, ces deux grandeurs de na'ture si difle- 

|, rente, tend à créer une confusion que les considérations 

d'homogénéité devront toujours permettre de dissiper facile- 
ment dans les calculs algébriques; dans les applications 
numériques, on distinguera les pressions totales et les pres- 
\-. sions par unité de surface par l'indication exacte des unités 

servant à les mesurer. 



72. Pendule simple, petites oscillations. — Considérons 
un point pesant de massç m rattaché à un point fixe O par un 
fil inextensible et sans masse. Supposons que ce point soit 
lancé dans un plan vertical passant par O ; il décrit alors un 
arc de cercle de centre O. Pour étudier son mouvement, 
appelons O' le point le plus bas de la circonférence, et 9 
l'angle que fait, à l'instant ^, le rayon Ont avec le rayon 



k:. 



ï^-. 
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vertical 00', cet angle étant regardé comme positif à droite 
et comme négatif à gauche (^fig- 78). 

Prenons le point O' comme origine des arcs s sur la circon- 
férence et comptons ces arcs positivement vers la droite, 
dans le sens O'^. On aura évidemment 

j = /o, 

/ désignant la longueur du pendule. 

La masse m se meut dans le champ de 
force uniforme de la pesanteur d'inten- 
sité g\ elle est donc sollicitée par une 
force m g qui est son poids /?, et qui est 
parallèle à O O' ; au même point matériel 
est appliquée la tension du fil N' dirigée 
suivant le fil, c'est-à-dire de m vers O ; il 
est évident, en effet, que le fil doit tirer 
sur le point avec une certaine force pour l'empêcher de 
s^éloigner du centre. 

Nous allons chercher l'accélération tangentielle y^ du mo- 
bile estimée positivement dans le sens m T de la tangente 
menée dans le sens des arcs positifs. 

Décomposons le poids mg en deux forces, l'une 

N = mg cos6 

normale au cercle, l'autre 

q =5 mg sin 6 

tangente au cercle, et remarquons que cette composante est 
dirigée en sens contraire de /wT. Les deux forces normales N 
et N' ont une résultante N| normale au cercle, de sorte que, 
finalement, le point est sollicité par une force tangente q et 
par une force normale N< dont la valeur estimée positivement 
dans le sens /nO est N4 = N' — N. 

L'accélération est égale à la résultante des forces agissant 
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>ur le point divi&ée par m : elle a donc une composante ' 
tangeoiielle égale eD graDdeur â — • avant mêmes direction et 
sens que y. et nne composante normale égale à — - 

Ld valeur de la composante tangentielle de raccélératiou 
estimée positivement dans le sens mT est alors — — ; d'antre 

part, cette valeur est dans un mouvement quelconque ^j ■ 
on a donc Péquation 



ou, en remplaçant s par li et q par m^sin^ 



(«) 



rfï* ■ 



il faudrait tirer de cette équation d en fonction de t, de telle 
façon que pour / = o d ait une valeur donnée correspondant 
à l'écart initial et que 

_dt _ ,^ 
*' ~ dt~ dt 

prenne une valeur algébrique donnée c* égale à la vitesse 
initiale imprimée au point. 

Le problème ainsi posé dépasse les limites d'une ana- 
lyse élémentaire, siTon veut le traiter rigoureusement. Mais, 
dans les applications à la Physique, on suppose ordinairement 
qu'à l'instant t^o, H prenne une valeur très petite Sg et que 
la vitesse initiale soit nulle ; -r. ou Q', est donc nul pour t^o. 
Le pendule oscille alors en s'écartant très peu de la position 
d'équilibre 00'. L'arc 9 restant très petit, on peut remplacer, 
avec une grande approximation, sinS par S et l'équation du 
mouvement devient 
(•,^ '^'^~ ^a 
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Celle équalion est de la forme 






(-!)• 



Or, nous avons vu ( n" 61 ) que la solulion de celle dern: 
ëqualion, qui pread la valeur x^ pour ( = o et dont la déri 
prend la valeur x\ pour ( = o, est donnée par la formule 



On aura donc, en remplaçant x par 6, Xg par 
et remarquant que 6|, est supposé nul, 



•^^- 



C'est là l'équation des petites oscillations d'un pent 
simple, l'amplitude des oscillations étant 0,. On voitqu' 

époques o, «t/-i •mil - , ■•■i\a. valeur de 9 est alternat 
ment Qoi — Oa, .... La durée de l'oscillation simple est d 



•vl- 



-En se plaçant dans le cas général, on peut 
terminer rigoureusement la vitesse dans un mouvement ^ 
dulaire, comme il suit. Multiplions les deux membres de (i) 



2t-. nous aurons 

^ dl dn 



Sous cette formç, le premier membre est la dérivée de ( - 
par rapport à ( et le deuxième de a ^ cosO. Ces deux foucti 
ayant des dérivées égales difi'èrent par une constante, don 
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la vitesse v du pendule étant 

ds , rf6 
dt dt 

cette formule équivaut à 

p« = 2^/ cos ô + A, • 

> 

h étant une constante. 

A rinstant initial = Oo? ^ = ^o> donc 

h=vl — 2^/cos6o; 

la formule qui donne v est alors 

P« — pj = a^/(cos6 — cosôo), 

et si la vitesse initiale est nulle, 

p« = a^/(co'sô — cosôo). 

Dans le courant d'une oscillation simple, 9 varie de Oo à 
— Oo) ^ part de zéro et revient à zéro en passant par un maxi- 
mum pour == o, c'est-à-dire au moment où le pendule passe 
par la verticale. 



C. — THÉORIE DES MOMENTS. 

73. Sens positif de la rotation autour d'un axe 
orienté. — Soit un axe A : on dit qu'il est orienté quand on 
a fait choix, sur cet axe, d'un sens positif que l'on indique 
ordinairement par une flèche. Ainsi danâ la fig, 79, le sens 
choisi comme positif sur A est le sens z'z. Imaginons alors 
un point M qui se meut dans l'espace en suivant une courbe 
quelconque C, non située dans un même plan avec l'axe; on 
dit que le point tourne autour de l'axe dans le sens positif 
quand un observateur debout le long de l'axe, les pieds en z' 
et la tête en s, voit le point marcher de sa gauche vers sa 
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droite. Dans le cas contraire, on dit que le point tourne 
autour de l'axe dans le sens négatif. 

Par exemple, si l'on pose une montre sur une table, le 
cadran en l'air, et si par le centre de la montre on mène un 
axe vertical, orienté positivement vers le haut, les extrémités 
des aiguilles tournent autour de cet axe dans le sens positif. 

Revenons au cas général et supposons l'axe z'z réalisé 
matériellement; puis prenons l'extrémité z de l'axe entre les 

Fig. 79. Fig. 80. 



i^-»- 





doigts de la main droite; le sens positif est le sens dans 
lequel on tend naturellement à faire tourner l'axe entre les 
doigts. Ainsi quand on veut faire tourner une toupie sur une 
• table, on prend l'extrémité z de l'axe -s'^ entre les doigts de 
la main droite {fig, 80), et on la fait naturellement tourner 
dans le sens positif autour de la verticale ascendante zz, 

» 
74. Moment linéaire d'un vecteur par rapport à un 

point. — Soit {^fig» 81) un vec- 
teur P d'origine A et un point arbi- 
traire B de l'espace. Le moment 
. linéaire du vecteur P par rapport 
au point B est un .autre vecteur BG 
d'origine B ayant : i ® une longueur BG 
égale numériquement au produit PS 
du vecteur par sa distance 8 au point B ; 
2** une direction perpendiculaire au plan BAP déterminé 
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par le vecteur et le point B; 3* un sens tel qu'un mobile 
parcourant le vecj;eur AP de A vers P tourne dans le sens 
positif autour de l'axe orienté BG. 

Ces définitions déterminent complètement le moment 
linéaire BG. On peut remarquer que, si un mobile suivait le 
moment linéaire BG de B vers G, il tournerait aussi dans 
le sens positif -autour de l'axe orienté AP. 

Quand on représente les longueurs et les forces à la même 
échelle, ce que nous Supposerons constamment par la suite, 
la grandeur P8 du moment linéaire BG est numériquement 
égale au double de l'aire du triangle BAP. 

Le moment linéaire d'un vecteur P par rapport à un point 
ne change évidemment pas quand on transporte ce vecteur 
en un point quelconque de sa direction san^ altérer ni sa 
grandeur ni son sens. Si, laissant la grandeur et la direction 
d'un vecteur invariables, on changeait son sens, son moment 
linéaire par rapport à un point changerait lui-même de sens. 

Le moment linéaire d'un vecteur P par rapport à un point B 
reste le même en grandeur, direction et sens quand, laissant 
le vecteur invariable, on déplace le point B sur une parallèle 
au vecteur. 

Cas où le moment linéaire d'un vecteur est nul^ — Pour 
que le moment linéaire BG = PS soit nul, il faut et il suffit 
que l'un des facteurs P ou S soit nul; donc il faut et il suffit, 
ou bien que le vecteur soit nul, ou bien que sa direction 
passe par le point B par rapport auquel on prend le moment. 
Ces deux cas sont précisément les seuls cas dans lesquels le 
plan BAP serait indéterminé. 

Dimensions d'un moment. — Quand on a fait le choix 
d'une certaine unité de longueur et d'une certaine unité de 
force, la grandeur du moment linéaire BG est mesurée par le 
nombre PS qui est de dimensions FL, ou dans le système 
longueur, masse, temps, ML*T~2. 



MÉCANIQUE. l57 

7S. Théorème I. — Le moment linéaire (Ttin vec- 
teur PJ? par rapport à un point B est égal au moment 
linéaire par rapport au même point de la projection du 
vecteur sur un plan' mené par A perpendiculairement 
à AB. 



Fig. 82. 



Soient en effet {fig- 82) un vecteur AP d'origine A et un 
point B; menons par A un plan perpendiculaire à BA et 
appelons p la projection orthogonale 
du vecteur P sur ce plan; il faut mon- 
trer que les deux vecteurs P et /? ont 
même moment linéaire par rapport 
à B. En effet, ces deux moments ont 
même grandeur, car les deux triangles 
BAP et BA/? sont évidemment équi- 
valents dès qu'on leur donne comme 
base commune BA ; ils ont même direc- 
tion, car ils sont perpendiculaires aux 
deux plans BAP et BA/? qui se confondent; ils ont aussi 
même sens, car un mobile suivant l'un ou l'autre des vec- 
teurs AP ou A/? tourne dans le même sens autour d'une 
perpendiculaire au plan BAP/?. 




76. Théorème II. — Le moment linéaire, par rapport 
à un point, de la résultante de plusieurs vecteurs concou- 
rants est égal à la somme géométrique des moments 
linéaires de ces vecteurs. 

Nous démontrerons d'abord le théorème pour deux vec- 
teurs conceurants; nous passerons de là au cas d'un nombre 
quelconque de vecteurs. 



Deux vecteurs. — Soient deux vecteurs concourants AP 
et AQ appliqués au point A, AR leur somme géométrique 
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OU résultante {Jig* 83). Prenons les moments linéaires res- 
pectifs BG, BH, BK de ces trois vecteur^ par rapport à un 
point quelconque B; il laut montrer que le vecteur K est 
la somme géométrique des vecteurs G et H. Pour cela, menons 
par A un plan H perpendiculaire à AB et appelons />, </, r les 

Fig. 83. 




projections des trois vecteurs P, Q, R sur ce plan; comme la 
projection d'un parallélogramme est un parallélogramme, le 
vecteur r est la somme géométrique des vecteurs p et q. 

D'après le théorème I, les moments linéaires des vec- 
teurs P, Q, R par rapport à B sont identiques à ceux des vec- 
teurs /?, 9, r\ ils sont donc égaux aux produits àe p^q^ r 
par BA et perpendiculaires aux plans BA/?, BAgr, BAr dans 
le sens indiqué par la définition des moments linéaires. Ces 
trois moments G, H, K sont évidemment dans un même 
plan n' perpendiculaire à AB au point B. Cela posé, menons 
par B trois vecteurs BG', BH' et BK' respectivemetit paral- 
lèles aux vecteurs/?, y, r, de même sens qu'eux et égaux aux 
produits de/>, q^ r par BA 

BG' = />xBA, BH'=^xBA, BK'=rxBA. 



L-.. 
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Ces trois vecteurs sont également dans le plan II'. La figure 
BG'K'H' est alors homothé tique de A/?yr, et comme cette 
dernière est un parallélogramme de diagonale Ar, la première 
est un parallélogramme de diagonale BK'. 

Mais maintenant, pour obj^enir les trois moments linéaires 
BG, BH et BK de /?, y, r, par rapport à B, il suffit de faire 
tourner l'ensemble des trois vecteurs BG', BH', BK' d'un 
angle droit autour de BA dans le sens j^ositif des rotations : 
donc BK est la diagonale du parallélogramme construit sur 
BG et BH, ce qui démontre le théorème. 

Nombre quelconque de vecteurs concourants. — Soient n 
vecteurs Pi , P2, . . . , P» ayant même origine A, et R leur résul- 
tante. Construisons les moments linéaires BGi , BG2, . . ., BG^ 
de ces vecteurs par rapport à un point B et soit BG le moment 
linéaire de R. Il faut montrer que BG est la somme géomé- 
trique de BG|, BGa, . . ,, BG^. 

On pourrait employer la même méthode que précédem- 
ment en remplaçant tous les vecteurs par leurs projections 
sur le plan. Il mené par A perpendiculairement à AB, et 
remarquant que la projection de la résultante R sur ce plan 
est la somme géométrique des projections des composantes. 

Nous emploierons une autre méthode qui consiste à mon- 
trer que, si le théorème est vrai pour n) — i vecteurs concou- 
rants, il l'est pour n. Soit Q la résultante des n — i vecteurs 
P4, P2, . . ., P/i_4 et BH son moment linéaire par rapport à B. 
Par hypothèse BH est la somme géométrique de BG<, 
BG2,. . .., BGrt_i 

(BH) = (BGi)-i- (BG2)-H . . . +(BG;^-,). 

La résultante R des n vecteurs donnés Pi , P2, . . . , P/2 s'obtient 
en composant Q avec P/i ; donc le moment linéaire BG de R 
est la somme géométrique des moments BH et BG,2 de Q et 

àeVn 

(BG) = (BH)4-(BG„). 



w « 
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Il en résulte 
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(BG)=(BGi)-f-(BGj) 
ce qui démontre le théorème. 



(BG;,), 



77. Système de vecteurs non concourants; somme 
géométrique ou résultante générale et moment résul- 
tant par rapport à un point. — Soient des vecteurs A, P^ , 
A2P2, . . ., A«Prt placés d'une façon quelconque dans l'espace 

Fig. 84. * 




{/ig' 84). Prenons un point B quelconque, et faisons les 
deux constructions suivantes : 

I** Par le point B menons des vecteurs BP^, BPg, . . ., BP^^ 
égaux et parallèles aux vecteurs proposés, et construisons 
leur somme géométrique BR ; ce vecteur R est, par défini- 
tion, la somme géométrique ou résultante générale des 
vecteurs donnés relativement au point B. 

2^ Prenons les moments linéaires BG<,BG2, ...,BG;j des 
vecteurs proposés par rapport au point B et construisons leur 
somme géométrique BH; ce vecteur est, par définition, le 
moment résultant des vecteurs donnés par rapport au 
point B. 

A chaque point B de l'espace correspond ainsi une somme 
géométrique et un moment résultant. Quand le point B se 
déplace, la somme géométrique reste la même en grandeur, 
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direction et sens, comme il résulte de sa définition même, 
mais le moment résultant change en général. 

Application à un système de vecteurs concourants. — Si 
l'on imagine en particulier un système de vecteurs AP|, 
APa, . . ., AP„ ayant même origine, leur somme géométrique 
relative au point A n'est autre chose que leur résultante R, 
et leur moment résultant relatif au point A est évidemment 
nul. 

Pour tout autre point B, la somme géométrique des vec- 
teurs concourants est égale à leur résultante R en grandeur, 
direction et sens ; leur moment résultant BH par rapport au 
point B est, d'après le théorème précédent, égal au moment 
de leur résultante AB par rapport au même point : il est donc 
perpendiculaire à la somme géométrique. 

78. Couple de vecteurs : axe d'un couple. — Appli- 
quons en particulier les définitions précédentes à un système 

Fig. 85. 




de deux vecteurs P et P< égaux, parallèles et de sens contraires 
{fig- 85). Ce système de deux vecteurs s'appelle un couple 
de ^vecteurs. 

Soit B un point quelconque de l'espace; si l'on mène par 
ce point deux vecteurs BF et BP', égaux et parallèles aux 
deux vecteurs donnés, leur somme géométrique est évidem- 
ment nulle. 

AC. 'Il 



: 
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Cherchons, d'autre part, le moment résultant relatif au 
point B; nous démontrerons que ce moment résultant est le 
même en grandeur, direction et sens, quel que soit le 
point B choisi. Pour cela, remarquons que, si l'on a abaissé 
du point B des perpendiculaires BA et BAi sur les deux vec- 
teurs P et P« , le plan BAA| est perpendiculaire à la direction 
commune des vecteurs et les deux moments linéaires BG et 
BG| des vecteurs par rapport à B sont dans ce plan ainsi qu 

Fig. 86. 
G' 




H' 



leur moment résultant BH. Prenons ce plan pour plan de la 
Jig. 86, le vecteur P étant supposé dirigé en avant du plan 
de la figure et le vecteur V\ en arrière. 

Le moment linéaire de P par rapport à B est un vec- 
teur BG == P X AB situé dans le plan de la figure, perpendi- 
culaire à AB, dans le sens indiqué. De même, le moment 
linéaire de P« par rapport à B est un vecteur BG, = P x A| B, 
car P, = P, perpendiculaire à A^B. Le moment résultant BH 
est la diagonale du parallélogramme construit surBG et BG^; 
ce vecteur est perpendiculaire à AA, et égal à PxAAf. 
En efTet, si l'on faisait tourner le triangle BGH d'un angle 
droit autour de B, dans son plan, on l'amènerait dans la posi- 
tion BG'H' dans laquelle les côtés BG' et G'H' seraient paral- 
lèles aux côtés AB et BA, de même sens qu'#eux et égaux aux 
produits de ces côtés par P; le. troisième côté BH serait donc 






h^ 
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amené aussi à être parallèle à AAj , de même sens que AA, et 
égal au produit V x AA( . Donc, avant la rotation du triangle, 
le côté BH élait perpendiculaire à AA|, c'est-à-dire au plan 
du couple, et égal à 1' X AAj . Il reste donc le même en gran- 
deur, direction et sens, que! que soit le choii du point B. 

Le moment résultant d'un couple de vecteurs s'appelle 
l'axe du couple. 

L'axe d'un couple est ainsi un vecteur défini en grandeur, 
direction et sens, mais non en position, car son point d'appli- 
cation est un point quelconque B de l'espace. Pour obtenir 
les éléments de cet axe (grandeur, direction et sens) il suffit 
de prendre le moment résultant du couple par rapport à un 
point particulier, par esemple par rapport au point A,, pris 
sur l'un des vecteurs P, du couple ; l'axe du couple est le mo- 
ment résultant des deux vecteurs P et P( par rapport au 
point A| {Jtg- 86); comme le moment de P) pst nul, l'axe se 
réduit au moment linéaire A, H, de P par rapport au point At; 
il est donc égal au produit de P par la plus courte dis- 
tance AA) des deux vecteurs, perpendiculaire au plan du 
couple et dirigé dans un sens tel qu'un mobile suivant AP 
tour.ne autour de A, H) dans le sens positif. La distancedes 
deux vecteurs est le bras de levier du couple; la grandeur 
PX AA, de l'axe est le moment du couple. On peut remar- 
quer que ce moment est égal à l'aire du parallélogramme 
construit sur les deux vecteurs du couple. 

Quand le moment d'un couple est nul, ou bien le facteur P 
est nul et les deux vecteurs du couple sont nuls, ou bien le 
bras de levier AA, est nul et les deux vecteurs sont égaux et 
directement opposés. 

79. Homènt par rapport à un axé. — Soit un axe s's 
sur lequel on a fixé un sens positif, de s" vers s par exemple, 
et un vecteur P appliqué au point A ; le moment du veçteui' 
par-rapport à Vaxe est la^valeur algébrique du moment 
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linéaire de la projection du vecteur sur un plan perpen- 
diculaire à l'axe par rapport au pied de l'axe sur ce 
plan. 

Menons, d'après cela (^g- 87), un plan quelconque II per- 
pendiculaire à Taxe, appelons O le pied de Taxe sur ce plan 
et ap la projection du vecteur AP sur ce plan. Le moment 
linéaire de ap par rapport au point O est un vecteur Oh 

Fig. 87. 



B 
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dirigé suivant Oz. Le moment de AP par rapport à l'axe est 
la longueur Oh précédée du signe -f- ou du signe — suivant 
que Oh est dirigé dans le sens positif de Taxe ou en sens 
contraire. Dans Xdijlg, 87 ce moment est.positif. 

Remarques sur la grandeur et le signe du moment d'un 
▼ecteur par rapport à un axe. 

Soit 8 la plus courte distance du vecteur AP à l'axe; cette 
plus courte dislance se projette en vraie grandeur sur le 
plan n, suivant la perpendiculaire OD à ap, La valeur absolue 
du moment OA par rapport à l'axe z^ z est égale k ap x5, 
c'est-à-dire au double de l'aire Oap\ quant au signe à donner 
à ce moment, il est -f- ou — suivant qu'un mobile parcou- 
rant ap tourne autour de z'z dans le sens positif ou le sens 
négatif des rotations. 






Il*''* 



^ 



HÉCAMQVE. l65 

Si l'on désigne par 6 l'angle du vecteur AP avec l'axe z'Zj 
on a évidemment ap = AP sinO. Le moment du vecteur AP 
'par rapport à l'axe est donc aussi dz AP.S.sinO, où il faut 
prendre + ou — suivant qu'un mobile allant de A en P 
tourne autour de z'z dans le sens positif ou le sens négatif 
des rotations. 

Le moment d'Un vecteur par rapport à un axe ne 
change pas quand on fait glisser le vecteur le long de la 
droite indéfinie qui le porte. En effet, cette opération ne 
change aucun des trois facteurs AP, 8, sinô, ni le signe à 
prendre devant le produit. 

Si deux vecteurs sont égaux et directement opposés, 
leurs moments par rapport à un même axe sont égaux et 
de signes contraires. En effet, les trois faqteurs sont les 
mêmes pour les deux moments ; les signes seuls sont différents. 

Cas où le moment est nul. — D'après la dernière expres- 
sion, le moment par rapport à un axe est le produit de trois 
facteurs : i** le vecteur donné; 2° sa plus courte distance 
à l'axe; 3° le sinus de l'angle du vecteur avec l'axe. 

Pour que le moment soit nul, il faut et il suffit que l'un de 
ces facteurs le soit, c'est-à-dire : i® que le vecteur soit nul; 
2® ou bien qu'il rencontre l'axe ; 3® ou bien qu'il soit parallèle 
à l'axe. 

Dans les deux derniers cas, le vecteur est dans un même 
plan avec l'axe ; donc pour qu'un vecteur ait un moment nul 
par rapport à un axe, il faut et il suffit : ou bien que le vec- 
teur soit nul, ou bien qu'il soit dans un même plan avec l'axe. 

80. Théorème. — Le moment d*un vecteur par rap- 
port à Un axe est la valeur algébrique de la projection 
sur cet axe du moment linéaire du vecteur par rapport 
à un point quelconque pris sur l'axe. Soit (/ig. 87) un 
point quelconque B pris sur Taxe z'z ; construisons le mo- 
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ment linéaire BK du vecteur AP par rapport au point B, et 
projetons ce vecteur enBAr sur l'axe. 11 faut montrer que le 
moment.de AP par rapport à l'axe est égal au segment BXr, 
avec son signe, c'est-à-dire que BA" = OA en grandeur et signe. 
On voit d'abord sur la figure que les deux segments BA: 
et OA ont même sens, c'est-à-dire même signe. Il reste à voir 
•qu'ils ont même valeur absolue. 

Pour cela, appelons a l'angle aigu de BK avec z'z\ on a 
en valeur absolue BA" = BKcosa. Mais BK est égal au double 
de l'aire BAP ; donc 

BA: =:2BAPcosa. 

' * 

D'autre part, 

. le triangle Oap étant la projection du triangle "BAP, on a 

Oap = BAPcosa, 

car l'angle du plan BAP avec le plan de. projection, Il est 
égal à l'angle a des perpendiculaires BK et O^ à. ces deux 
plans. On a donc 

O/i = 1 BAP cosa, 
d'où 

BX: = 0^. 

Le théorème est donc démontré. 

81. Corollaire I. — Le moment de la résultante de 
plusieurs vecteurs concourants par rapport à un axe est 
égal à la somme algébrique des moments de ces vecteurs: 
En efiet, prenons un point quelconque B sur Paxe; nous 
avons vu que le moment linéaire du vepteur résultant par 
rapport au point B est la somme géométrique des moments 
des vecteurs composants : en projetant sur l'axe, on voit que 
. la projection du moment linéaire du vecteur résultant est 
égal à la somme des projections des moments linéaires des 
vecteurs composants; ce qui démontre la proposition. 
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82. Corollaire II Étant donnés des vecteurs quel- 
conques, la somme de leurs moments par rapport à un ax^ 
est égale à la projection sur cet axe du moment résultant 
par rapport à un point quelconque de Vaxe. En effet, 
prenons un point quelconque B sur l'axe; par définition, le 
moment résultant des vecteurs donnés par rapport à B est la 
somme géométrique des moments linéaires des divers vec- 
teurs par rapport à B. La projection de ce moment résultant 
sur l'axe est'donc égale à la somme des projections des mo- 
ments linéaires des divers vecteurs sur ce même axe ; -ce qui 
démontre la proposition. 

83. Corollaire III. — La somme algébrique des mo- 
ments des deux vecteurs d^un couple par rapport à un 
axe est égale à la, projection sur cet axe de Vaxe du 
couple. 

Cette proposition est un cas particulier de la. précédente. 
Prenons un point B quelconque sur 
l'axe des moments; le moment résul- 
tant BK ou axe du couple est la somme 
géométrique des moments linéaires des 
deux vecteurs du couple par rapport 
à B. La projection de l'axe BK ijig^ 88) 
du couple sur Taxe des moments est 
donc égale à la somme des projections 
des moments linéaires des deux vec- 
teurs du couple par rapport à B, 
c'est-à-dire à la somme des moments 
des deux vecteurs par rapport à l'axe des moments. 

Remarque. — Appelons a l'angle du plan du couple PP| 
avec un plan II perpendiculaire à l'axe des moments ; l'axe BK 
du couple est perpendiculaire au plan du couple et égal à 
l'aire du parallélogramme PP| ; il fait avec z^ z l'angle a. La 



Fig. 88. 
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somme des momentâ des deux vecteurs du couple par rapport 
à z' z^ étant la projection de Taxe BK sur z^ z^ est égale 
à BR cosa ou à aire PP|Cos a, c'est-à-dire à l'aire du paral- 
lélogramme />/><, projection du parallélogramme PP| sur le 
plan n. 



[Fig. 89. 
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84. Expressions analytiques : i^ Moments d'un vecteur 
par rapport aux trois axes. — Soient trois axes rectan- 
gulaires et un vecteur Pj appliqué en un point de coor- 
données ^4,^1, Z\ {fig- 89). Appelons Xi, Y|, Zi les pro- 
jections du vecteur sur les trois axes 
et Li, M|, N| ses moments par rap- 
port aux trois axes; nous nous pro- 
posons de calculer ces trois dernières 
quantités. 

Calculons le moment ^^ par rapport 
à Oz, Projetons le vecteur A|Pi 
en a^px sur le plan des xy^ le mo- 
ment N< par rapport à O^ est le double 
de l'aire du triangle Oai/?i précédé du 
signe 4- ou du signe — , suivant qu'un mobile parcourant 
a^pi tourne autour de Oz dans le sens positif ou le sens 
négatif des rotations. 

Les coordonnées du pointai dans le plan xOy sont (^i ,^i), 
celles du point />» sont X2= x^ -f- Xi, y2'=y\ -i- Y|. 

D'après une formule- connue, établie en géométrie analy- 
tique, le double de l'aire du triangle Oa^pi avec le signe que 
nous venons de définir est 




A 



^\yt — yi^t't 



on a donc 



Ni = a:i(7i-+-Yi)— ^'i (37,-4- X,)t=a7|Yi —jiXi; 
On trouve de même par permutations les moments par 



1. 
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rapport à Ox et Oy 

M, = a,X,-37,Z|. 

2° Moment linéaire d'un vecteur par rapport à l'origine. 
— Soit 0G| le moment linéaire du vecteur par rapport à O. 
D'après un théorème précédent, la projection de ce moment 
sur un quelconque des trois axes Ox, Oy, Oz est précisé- 
ment égale au moment du vecteur par rapport à cet axe. 

Les trois projections de OG, sur les axesOx, Oy, Oz sont 
donc les quantités L|, M|, N, que nous venons de calculer. 

Remarque. — Les sis quantités X|, Y,, Z, , L|, M|, N, 
relatives à un vecteur vérifient l'identité 

(1) L,X,-f-M,Y,-i-N,Zi-o, 

qui devient évidente quand on remplace L, , Mi , N| par leurs 
expressions. 

Cette identité signifie géométriquement que le moment 
linéaire OG) du vecteur par rapport à O est perpendiculaire 
au vecteur, ce qui est évident par définition même du 
nt linéaire. 



Coordoimées d'un vecteur. — On appelle quelquefois les six 
quantités X,, Y|, Z), L,, M,, N, liées par la relation (i)les 
coordonnées du vecteur A)P, . A chaque vecteur corres- 
pondent ainsi six coordonnées qui ne changent d'ailleurs pas 
de valeur quand on fait glisser ce vecteur le long de la droite 
indéfinie qui le porte. 

' Réciproquement, à six nombres quelconques X|, Y(, "L,, 
L|, M,, N, vérifiant la relation (1) et tels que XJ + YJ+ZJ 
ne soit pas nul, correspondent une infinité de vecteurs qui se 
déduisent tous de l'un d'eux en le faisant glisser le long de 
la droite indéfinie qui le porte. C'est ce qu'on pourra 
décfiontrer à titre d'exercice. 
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D. — STATIQUE DES CORPS SOUDES UBRES. 

80. Équilibre des corps libres. — En Physique, on 
divise leç corps de la nature en solides, liquides et gazeux. 
Nous nous occuperons ici des corps naturels appelés solides, 
conime une pierre, un morceau de métal, un morceau de 
caoutchouc, etc. Un- solide naturel est dit entièrement libre 
quand aucun obstacle extérieur ne gêne sonjnouvement. 

Par exemple, une pierre posée sur une table n'est pas 
entièrement libre, car la table empêche par ^a résistance cer- 
tains mouvements; une porte n'est pas entièrement libre, car 
son articulation avec les gonds empêche certains mouve- 
ments. 

Nous nous occuperons d'abord des solides entièrement 
libres, puis nous donnerons quelques exemples de solides 
gênés. 

On -dit qu'une force est appliquée à un corps solide quand 
elle agit sur un des points matériels dont l'ensemble constitue 
le corps solide. Ce point s'appelle le point (inapplication 
de la force. 

On dit qu'un corps solide sollicité par plusieurs forces est 
en équilibre quand ce corps, abandonné à lui-même, sans 
vitesse, sous l'action des forces, reste immobile sans se 
déformer. 

Il est évident qu'un corps solide libre sollicité par une seule 
force ne saurait être en équilibre. Le cas d'équilibre le plus 
simple possible est donc le cas d'un corps sollicité par deux 
forces. 

86. Corps libre sollicité par deux forces. — Soit un 
corps libre sollicité par deux forces P et Q {Jig» 90) appli- 
quées en deux points A et B. Nous regarderons comme évi- 
dent que, pour que le solide soit en équilibre, il' faut que les 
deux forces P e/ Q soient égales et directement opposées^ 



Fig. 90. 
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c'est-à-dire égales, parallèles, de sens contraires et dirigées 
suivant la droite AB joignant leurs points d'application. 

Cette condition nécessaire de l'équilibre n'est pas toujours 
suffisante. 

Par exemple, si aux deux extrémités d'un fil élastique on 
applique deux forces égales et directement opposées, dirigées 
de façon à tendre le fil, elles ne se font 
pas immédiatement équilibre : le fil s'al- 
longe, par conséquent se déforme, et prend, 
seulement après cette déformation, un cer- 
tain état d'équilibre ; il peut même arriver, 
si les forces sont trop grandes, que le fil se 
rompe. 

Une tige métallique soumise à ses deux 
extrémités à des pressions égales et direc- 
tement opposées est en équilibre gi ces 
pressions ne dépassent pas certaines li- 
.mites; mais si ces pressions sont trop grandes, la tige peut 
fléchir, etc. 

Nous admettrojis, dans tout ce qui suit, que les forces 
appliquées aux corps considérés sont assez petites et que ces 
corps eux-anêmes sont assez rigides pour qu'il n'y ait pas 
rupture et que la déformation soit négligeable. Alors la 
condition d'équilibre indiquée plus haut comme nécessaire 
est également suffisante. 

En résumé,' avec les rectrictions que nous venons d'indi- 
quer, la condition nécessaire et suffisante pour que deux 
forces appliquées à un solide libre se fassent équilibre 
est qu^ elles soient égales et directement opposées. 




87. Principe. — Nous admettrons comme un fait résul- 
tant de ce qui précède que, si un corps solide est sollicité par 
des forces en nombre quelconque, on peut, sans changer son 
état, ajouter aux forces qui agissent déjà deux forces égales 
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f et directement opposées, ou supprimer Tensemble de deux 

^ forces égales et directement opposées s'il se rencontre un 

ensemble de ce geijre. 



i 






88. Opérations élémentaires. — On peut, sans changer 
l'état d'un corps solide sollicité par des forces en nombre 
quelconque, leur faire subir les opérations suivantes que nous 
appellerons opérations élémentaires : 

I** On peut, sans changer l'état d'un solide, ajouter ou 
enlever un système de deux forces égales et directement 
opposées. 

2® On peut, sans changer V effet d'une force appliquée 
à un solide, la transporter en un point quelconque de sa 
ligne d'action, pour\>u que ce nouveau point soit inva- 
riablement lié au solide. 

En effet, soit entre autres une force P appliquée en iin 
Lf point A d'un solide; prolongeons indéfiniment la 

' Fig.91. \[gj^ d'action AP de cette force et prenons sur cette 

P ligne un point B quelconque invariablement lié au 
corps. Nous pouvons, sans changer l'état du corps, 
appliquer en B deux forces égales et directement op- 
posées dont l'une, P', est égale à Pen grandeur, direc- 
tion, sens, et l'autre, — P', égale et directement op- 
4.B posée. Mais alors nous pouvons de i?ouveau, sans 
changer l'état du corps, supprimer les deux forces P 
+-P' et — P, égales et directement opposées ; nous avons 
donc, sans changer l'état du corps, remplacé la 
force AP par la nouvelle force BP' obtenue en transpor- 
tant AP en un point de sa ligne d'action {^g- 91). 

3** On peut, sans changer l'état d'un solide, remplacer 
des forces concourantes par leur résultante, ou décom- 
poser une force en des forces concourantes. 



t. . 
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Fig. 92. 
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Ce fait résulte de la composition et de la décomposition 
des forces appliquées à un point matériel. 

Supposons, pour fixer les idées, que l'on ait, entre autres, 
quatre forces P, Q, R, S {fig. 92) appliquées en quatre points 
A, B, C, D d'un solide de telle façon que leurs lignes 
d'action prolongées concourent en un même point E. Nous 
pouvons d'abord, d'après l'opération précédente, transporter 
chacune de ces forces au point E de sa ligne d'action et 
amener ainsi les quatre forces en 
P', Q', R', S'. Mais alors les quatre 
forces sont appliquées à un même 
point matériel E et peuvent être 
remplacées par leur somme géomé- 
trique ou résultante F. Inverse- 
ment, étant donnée une force F 
appliquée en E, on peut toujours 

la décomposer en forces appliquées au même point et en- 
suite transporter chacune de ces composantes en* un point 
quelconque de sa ligne d'action. 

Remarque. — Il pourrait arriver que les directions pro- 
longées des forces concourantes P, Q, R, S se coupent en 
un point E ne faisant pas partie du corps : dans ce cas, pour 
pouvoir faire le raisonnement, il faut imaginer que l'on place 
en E un point matériel et que l'on relie invariablement ce 
nouveau point au corps. 




89. Invariance de la somme géométrique des forces 
et de leur moment résultant par rapport à un point. — 
Etant données des forces Fj, F2, . . ., F,| appliquées à un so- . 
lide, ces forces forment un système de vecteurs auquel on peut 
appliquer les constructions géométriques du n** 77. 

Faisons choix d'un point O et construisons la somme géo- 
métrique OR et le moment résultant OG des forces par rap- 
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port à ce point. Pour cela, nous mènerons par O des vec- 
teurs OF^, OFj, . . ., 0F„ égaux et parallèles aux forces; la 
sommé OR de ces vecteurs- sera la somme géométrique des 
forces. Puis nous construirons les moments linéaires OG|, 
OG2, .* . ., OGrt des forces par rapport à O; leur somme géo- 
métrique OG sera le moment résultant des forces par rap- 
port à O. . 

Ces définitions rappelées, on a le théorème suivant : 

Les opérations élémentaires n^ altèrent pas ces deux 
vecteurs. 

En d^autres termes, si, en employant ces opérations, on 
transforme le système de forces. en un autre, ce nouveau 
système a la même somme géométrique OR et le' même 
moment résultant OG que le premier. 

Pour k montrer, il suffit de montrer que les vecteurs OR 
et OG ne changent pas par Pefiet de chacune des opérations 
élémentaires. 

1° Quand on ajoute ou qu'on supprime deux forces égales 
et directement opposées, on ajoute ou l'on supprime à chacun 
des systèmes de vecteurs concourants ayant pour sommes géo- 
métriques OR et OG,- deux vecteurs égaux et directement 
opposés, ce qui n'altère évidemçaent p^s ces sommes. 

2° Quand on transporte une force en un point d^ sa ligne 
d'action, on n'altère ni le vecteur égal et parallèle.mené par O, 
ni le moment linéaire de cette force relatif au point O. 

3®* Quand on remplace plusieurs forces cancourantes F| , 
F2, .. ., Fa par leur résultante Q, on doit remplacer, dans la 
construction' de la somme géométrique OR de toutes les forces* 
F|, F2, ..., F/t, ..., F«, les vecteurs OF'^, "OFj, ..., OF^, 
égaux et parallèles à F|, Fg, . . ., F>t, par le vecteur OQ' égal 
et parallèle à leur résultante Q; mais, comme OQ' est la 
somme géométrique de OF^, OFg, . . ., OFJ^, cette opération 
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revient à remplacer une partie des vecteurs concourants dont 
la somme géométrique est OR par leur somme, ce qui n'al- 
tère pas OR. 

De même, quand on remplace plusieurs forces coi^cou- 
rantes F<j F2? •••/F* par leur résultante Q, on doit rem- 
placer, dans la construction du moment résultant OG de 
toutes les forces, les moments linéaires 0G|, OG2, ..., 
OG* des forces F|, F,, ..., F* par le moment OH de leur 
résultante Q ; mais comme le moment OH de la résultante de 
vecteurs concourants est égal à la somme des moments li- 
néaires des composantes, cette opération revient à remplacer 
une partie des vecteurs concourants dont la somme est OG 
par leur somme géométrique, ce qui n'altère pas OG. 

Le théorème est donc démontré. 

90. Réduction à deux des forces appliquées à un corps 
solide. — A l'aide des opérations élémentaires, on peut, d'une 
infinité de manières, transformer un système de forces appli- 
quées à un solide sans changer son état. 

On peut alors chercher à réduire, au moindre nombre pos- 
sible, des forces en nombre quelconque appliquées à un so- 
lide. Nous allons démontrer le théorème suivant : 

Théorème. — On peut, sans changer Vétat d^ un solide^ 
remplacer yies forces en nombre quelconque qui lui sont 
appliquées par deux dont l'une est appliquée en un point 
arbitrairement choisi. 

Pour cela, nous établirons une^proposition préliminaire. 

« 

Lemme. — On peut toujours réduire des forces appli- 
quées à un solide à trois forces appliquées en trois points , 
arbitraires du corps non en ligne droite. 

En effet, soiçnt A, B, G trois points non en ligne droite 
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I arbitrairement choisis dans le corps, et F« une des forces 

I considérées (Jig» 93). En laissant de côté le cas exceptionnel 

où cette force serait tout entière dans le plan ABC, on peut 
toujours, en la transportant en un point de sa ligne d'action, 

la supposer appliquée en un point Mj en 
*^* ^ * dehors du plan ABC. Les trois directions 

M| A, M^B, MjC forment alors un trièdre : 
on peut donc décomposer la force Y\ en 
trois autres suivant ces trois directions 
et transporter ensuite les points d'appli- 
cation de ces trois composantes aux 
points A, B, C de leurs lignes d'action. 
On obtient ainsi, pour remplacer F|, trois forces P|, Qj, R| 
appliquées respectivement en A, B, C. 

Dans le cas exceptionnel où la force F« serait dans le plan 
\ ABC, elle serait dans un même plan avec les trois droites 

V M| A, M«B, MjC; on pourrait alors la décomposer en deux 

\ dirigées suivant deux de ces droites, Mj A et M« B par exemple, 

et transporter ces deux composantes en P^ et Q< aux points 
A et B; on aurait donc le même résultat que dans le cas géné- 
ral, seulement R| serait nulle. 

Après avoir fait cette opération pour chacune des forces 
considérées, on a, appliqués aux points A, B, C, trois sys- 
tèmes de forces concourantes. Chacun de ces systèmes peut 
être remplacé par sa résultante, et l'on a finalement trois forces 
\ P, Q, R appliquées aux points arbitraires A, B, C. Le lemm'e 

est ainsi démontré. 

Démontrons maintenant le théorème en montrant que ces 
* trois forces peuvent se réduire à deux. 

Par le point A et la force BQ faisons passer un plan H; 

par le même point A et la force CR faisons passer un plan II'. 

I Ces deux plans, ayant le point A commun, ont en commun au 

moins une droite AD {^fig- 94 )• 

Sur cette droite, prenons un point quelconque E distinct 
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Fig. 94. 
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de A, puis joignons BA, BE et GA, CE. La force Q et les 
deux droites BA, BE sont dans un même plan II; on peut 
donc décomposer Q en deux composantes dirigées suivant ces 
deux droites, puis transporter respec- 
tivement ces composantes aux points A 
et E en Q' et.Q". 

On peut de même décomposer R en 
deux composantes suivant GA et CE, 
puis transporter ces composantes aux 
points A et E en R' et R". On a alors, 
au point A, trois forces P, Q', R' qu'on 
peut composer en une seule F', et au 
point E deux forces Q'' et R'' qu'on peut 
composer en une seule F''. 

Finalement, les forces considérées 
ont été ainsi remplacées par deux F' et F" dont l'une est 
appliquée en un point A, pris à volonté. Le point E n'est pas 
pris à volonté; une fois A choisi, le point E doit être pris 
sur la droite AD, qui varie avec le choix des deux autres 
points B et G. 

91. Théorème. — Les forces F|, F2, ..., F« appliquées 
à un solide^ étant réduites à deux, F' et F'', par les opéra- 
lions élémentaires, ces deux forces ont mérhe somme 
géométrique OR et même m,oment résultant OG par 
rapport à un point quelconque O que les forces F^^ 
F2, . . . , Frt d'où elles émanent. 

Ce théorème est un cas particulier du théorème sur l'inva- 
riance des vecteurs OR et OG par V effet des opérations 
élémentaires (n® 89). 

92. Conditions géométriques d'équilibre. — Pour 
qu'un corps solide soumis à des forces F^, F2, . . . , F,| soit en 
éqiiilibre, il faut et il suffit que les deux forces finales F' et F" 

AG. 12 



178 COURS DE MÉCANIQUE. 

auxquelles on peut réduire ces forces se fassent équilibre. 
Pour cela il faut et il suffit que ces deux forces soient 
égales et directement opposées. 

On peut dire aussi : pour V équilibre il faut et il suffit que 
la somme géométrique OR des forces et leur moment 
résultant OG relatifs à un point O soient nuls. 

En effet, nous venons de voir que OR et OG sont la somme 
géométrique et le moment résultant des deux forces finales F' 
et F'. 

I® S'il y a équilibre, F^ et F'' sont égales et directement 
opposées : leur somme géométrique OR et leur moment 
résultant OG sont nuls ; la condition est donc nécessaire. 

2® Si OR et OGsont nuls, lés forces F' et F'' sont égales. et 
directement opposées et l'équilibre a lieu ; d'abord OR étant 
nul, les forces F' et F'^ ont une somme géométrique nulle, 
elles sont égales et opposées et forment un couple de vecteurs ; 
leur moment résultant OG par rapport à O est l'axe de ce 
couple (n® 78); mais OG est supposé nul, le moment de ce 
couple est nul, donc, ou bien les forces du couple sont nulles, 
ou bien le bras de levier du couple est nul et les deux forces 
sont égales et directement opposées. L'équilibre a donc lieu, 
et la condition est suffisante. 

Remarque. — D'après cela, si la somme géométrique et le 
moment résultant d'un système sont nuls par rapport à un 
point déterminé de l'espace, le système est en équilibre et les 
mêmes éléments sont nuls par rapport à tous les points de 
l'espace. 

93. Système de forces équivalent à zéro. — On dit 
qu'un système de forces est équivalent à zéro, quand sa 
somme géométrique et son moment résultant sont nuls. 
D'après cette définition, pour qu'un système de forces soit en 
équilibre sur un solide, il faut et il suffit qu'il soit équivalent 
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à zéro. On peut par les opérations élémentaires réduire un 
système équivalent à zéro à deux forces égales et directement 
opposées; mais, par une dernière opération élémentaire, on 
peut supprimer ces deux forces et réduire ce système à rien 
en admettant, bien entendu, que les conditions physiques du 
n° 86 soient réalisées. 



94. Conditions analytiques d'équilibre. — Soient Ox^ 
Oj^, Qz trois axes rectangulaires ; pour définir les n forces F, , 
F2, ..., F;, appliquées au solide, appelons (X|, Yj, Z|), 
(X2, Y2, Z2), ..., (Xrt, Yrt, Z^) les projections respectives de 
ces forces sur les trois axes et(L,, M<, Nj), (L2, M2, N2), . . ., 
(Lrt, M,|, Nfl), leurs moments respectifs par rapport aux trois 
axes. 

Construisons la somme géométrique OR et le moment 
résultant OG de ces forces par rapport au point O et appelons 
X, Y, Z et L, M, N les projections respectives de ces deux 
vecteurs sur les trois axes. On aura, d'après la définition 
même de ces deux vecteurs 



(OR) 



X =Xi H-Xî-h. 


. .-+- X.i, 


Y=Y,+Y,-H. 


..•4-Y«, 


Z =Z, H-Zj-H. 


..-+-Z,,. 


L = Li -hL, -+-. 


..•4-Ln, 


M = M,-f-M2-4-. 


..-+-M«, 


N =Nl^-N,-f-. 


..-f-N^. 



(OG) 



Pour qu'il y ait équilibre, il faut et il suffit que OR et OG 
soient nuls, donc il faut et il suffit que l'on ait les six équa- 
tions 

i X = o, Y = o, Z = o, 



(Équilibre^ 



( L = o, 



M 



o, 



N=o. 



On peut énoncer ces six conditions en disant : pour que 
des forces appliquées à un solide se fassent équilibre, il 
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faut et il suffit (sous les restrictions indiquées au début) 
que la somme de leurs projections sur chacun des trois 
axes de coordonnées soit nulle et que la somme de leurs 
moments par rapporta chacun de ces axes soit nulle, 

95. Cas particulier : équilibre de forces concou- 
rantes. — Dans ce cas, on peut transporter les forces au point 
de concours et les réduire à une. Pour qu'il y ait équilibre, il 
faut et il suffit que la somme géométrique des forces soit 
nulle. Analjtiquement, en prenant le point de concours pour 
origine, on voit que L, M, N sont nuls d'eux-mêmes, et il 
suffit d'écrire les trois conditions 

X = o, Y = o, Z = o. 

Trois forces concourantes. — Supposons qu'il y ait seule- 
ment trois forces concourantes {fig, qS). 
Pour qu'elles se fassent équilibre, il faut et 
il suffit que leur somme géométrique sôit 
nulle, c'est-à-dire qu'elles soient parallèles 
et égales aux côtés d'un triangle 0¥^ A 
parcourus dans un même sens de circula- 
tion. On peut dire aussi en s'appuyant 
sur ce que, dans un triangle, chaque côté est proportionnel 
au sinus de l'angle des deux autres : Il faut et il suffit : 

I® Que les trois fo^'ces concourantes soient dans un même 
plan; 

2° Que chacune d'elles soit à l'extérieur de l'angle des 
deux autres ; 

3® Que l'intensité de chacune d'elles soit proportionnelle 
au sinus de l'angle des deux autres 

F, Fî F, 




sin(b'îF3)- sin(F3Fi) sin(FiFi) 

96. Cas particulier : équilibre de forces situées dans 
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un môme plan. — Soit un corps solide sollicité par des 
forces F<, F2, ..., F„ situées dans un plan fixe que nous 
prenons pour plan des xy. Dans ce cas, la somme géométrique 
des forces OR est évidemment dans ce plan, et leur moment, 
résultant OG est normal au plan. 

Au point de vue analytique, en employant les mêmes nota- 
tions que dans le cas général, on voit que les projections Z|, 
Z2 , . . . , Zyj des composantes sur O z sont toutes nulles ; de même 
les moments L| , La, ..., L;i,M4, M2, ..., M^ des composantes 
par rapport aux axes Oo: et Oy sont nuls, puisque toutes 
les forces sont dans un même plan avec chacun de ces axes. 

On a alors pour les projections de OR et OG 

X = Xj ~f- Xj -T- . . . -+- X/i, 
(OR) { Y = Y,-f-Y,-f-...-hY„, 

Z = o. 



(OG) <M = o, 



N2H-...-f-N«. 



Conditions d'équilibre. — Sur les six conditions du cas 
général on voit que trois sont remplies d'elles-mêmes ; et il 
restera à écrire les trois conditions 

Xi -f- Xj -+- . . . -f- X/4 = o, 
Yj -H Yj -h ... -h Y,t = o, 

Ni -h Nî -r- . . . -h N« = o. 

La somme des projections des forces sur chacun des axes Ox 
et Oy situés dans le plan des forces doit être nulle; et la 
somme de leurs moments par rapport à Taxe O^ perpendi- 
culaire à ce plan doit être nulle. 

97. Cas particulier : équilibre de forces parallèles. — 

Considérons le cas particulier où les forces appliquées à un 
solide sont parallèles à une même direction, les unes tirant 
dans un sens, les autres en sens contraire. 
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Soîeht a, (î, y les cosinus directeurs d'une demi-droite 
parallèle à la direction commune des forces. Appelons P|, 
P2, . . ., P,i les grandeurs des forces estimées positiçement 
suivant cette demi-droite, de sorte que les forces dirigées 
dans le sens de cette demi-droite seront positives, elles forces 
dirigées en sens contraires négatives. On aura, en appelant j^jt? 
ykt Zk les coordonnées du point d'application de la force Pa, 
Xa, Y^, Tjk ses projections sur les axes supposés rectangu- 
laires, et La, Ma, Na ses moments par rapport aux axes, 

Xit=aPA, Ya=PPa, Za=yPa-; 

La= PA(Yr*— P^a)» 

Ma= PA(a>5A — y^a), 
Na= PaC^^ta— ajTA). 

Puis, en posant 

P = Pt+P,-f-...-HP„=SPA, 

le signe S indiquant une somme étendue à tous les vecteurs, 
on a, pour les projections de la somme géométrique et du 
moment résultant par rapport à O 

X = aP, Y = pP, . Z = yP; 

L = ySPa7a— PSPa-'^a, 
M = aS Pa^a — y2 Pa^a, 
N = p2PAarA-a2PA7A. 

On voit immédiatement par la Géométrie que la somme 
géométrique des forces leur est parallèle et que leur moment 
résultant leur est perpendiculaire ; c'est ce qu'on vérifie ana- 
lytiquement en remarquant que les valeurs ci-dessus de X, 
Y, Z, L, M, N satisfont à l'identité 

LX H- MY -f- NZ = o. 

Conditions d'équilibre. — En écrivant les six conditions 
d'équilibre du cas général, on voit qu'elles se réduisent 
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actuellement aux trois suivantes 

» ? T 

Par exemple, si Ton a choisi l'axe Oz parallèle à la direction 
commune des forces (P = y = o), on a les trois conditions 

Équilibre de trois forces parallèles. — Prenons, pour 
traiter le cas le plus simple, trois forces parallèles et cher- 
chons les conditions d'équilibre. 

Sur les trois forces, deux auront le même '^ ^ ' 

sens que nous regarderons comme positif, 
la troisième le sens contraire. Les inten- 
sités P| et P2 des deux premières seront 
positives {/Ig- 96); l'intensité P3 de la troi- 
sième, négative. D'abord, la condition que 
la somme géométrique des forces soit nulle 
exige que la force qui tire seule dans un 
sens soit égale en valeur absolue à la somme des deux qui 
tirent en sens contraire, ou encore que leur somme algé- 
brique soit nulle 

Pi-hP,-+-P3 = o. 

Il faut maintenant exprimer que le moment résultant par 
rapport à un point O est nul. Prenons ce point sur P3. Le 
moment linéaire de P| est nul ; les moments linéaires OG| et 
OG2 de P| et P2 sont perpendiculaires aux plans OPi et OPj ; 
pour que leur somme géométrique soit nulle, il faut et il 
suffit qu'ils soient dirigés suivant la même droite, en sens 
contraires, et égaux en valeur absolue. 

Il faut donc d'abord que les perpendiculaires aux plans OP1 
et OPj coïncident, c'est-à-dire que ces plans eux-mêmes 
coïncident et que P3 soit dans le plan P| P2. Puis, pour que 
les deux moments OG| et OG2 soient de sens contraire, il 
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faut et il suffit que O, c'est-à-dire P3, soit entre Pj et P^; 

enfin, pour que ces moments soient égaux, il faut et il suffit 

que 

P,.OA, = P,.OA,, 

OA| et OA2 étant les distances de O aux forces P| et P^. En 
menant une transversale quelconque B|, B2, Ba aux trois 
forces, on peut remplacer cette dernière condition par 

P,.B3B,= P,.B,B„ 

car, on a évidemment 

OA, B,B, 



OA, B3B, 

En résumé, pour que trois forces parallèles se fassent 
équilibre, il faut et il suffit : 

1** Que la force P3, qui est seule de son sens, soit égale en 
valeur absolue à la somme des déu^ç autres ; 

2° Qu'elle soit entre ces deux forces dans leur plan ; 

3** Que les segments dans lesquels la force P3 coupe une 
transversale aux trois forces soient inversement proportionnels 
aux forces P^ et P2. 

Remarque. — On peut exprimer, sous une forme symé- 
trique, les conditions d'équilibre, en donnant aussi des signes 
aux trois segments déterminés par les points B|, B2, B3 sur 
une transversale aux trois forces. 

Alors il faut et il suffît que, pour l'équilibre, les trois 
forces soient dans un même plan et que l'on ait en grandeur 
et signe 

Pi Pî Ps 



(I) 



B^Bj B3B1 Bi B. 



où chaque rapport se déduit du précédent par la permutation 
circulaire des indices. 
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En effet, comme les trois segments aux dénominateurs 
vérifient la relation (n® 2) 

BjBa -f- B3B1 -f- Bj B2 = o, 
les forces vérifieront la même relation 

et, en outre, elles auront la disposition exigée par Ténoncé. 
La proportion (i) signifie que chaque force est propor- 
tionnelle au segment de transversale compris entre les deux 
autres. 

98. Cas particulier : Équilibre de trois forces quel- 
conques. — Cherchons, en particulier, les conditions d'équi- 
libre de trois forces P, Q, R appliquées à un corps solide. 

Tout d'abord, pour qu'il y ait équilibre, il faut que les 
trois forces soient dans un même plan. En effet, considérons 
une droite AB s'appuyant en A et B respectivement sur les 
lignes d'action de P et Q. 11 faut que la somme des moments 
des forces P, Q, R, par rapport à cette droite AB, soit nulle, 
car on peut toujours imaginer qu'on ait pris AB pour un des 
axes de coordonnées. Mais les moments des forces P et Q par 
rapport à AB sont nuls, car ces forces rencontrent AB ; il faut 
donc que le moment de R soit nul aussi, c'est-à-dire que la 
ligne d'action de cette force R rencontre AB ou lui soit pa- 
rallèle. Ainsi toute droite AB s'appuyant sur deux des forces 
doit rencontrer aussi la troisième à distance finie ou infinie ; 
ce qui exige que les trois forces soient dans un même plan. 

Supposons cette première condition remplie, deux cas 
peuvent se présenter : 

i" Deux des forces P et Q sont concourantes; on peut 
alors les composer en une seule R' ; pour qu'il y ait équilibre 
il faut et il suffit que la troisième force R soit égale et opposée 
à R'. Donc si deux des forces concourent, il faut et il suffit, 
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pour l'équilibre, que les trois soient concourantes et rem- 
plissent les conditions d'équilibre de trois forces concourantes 
(no 95). 

7.^ Les trois forces P, Q, R sont parallèles; elles devront 
alors remplir les conditions d'équilibre de trois forces paral- 
lèles (n<> 97). 

En résumé, pour que trois forces se fassent équilibre sur 
un solide, il faut qu'elles soient dans un même plan, que, 
dans ce plan, elles soient concourantes ou parallèles et rem- 
plissent, par suite, les conditions d'équilibre de trois forces 
concourantes ou parallèles. 

99. Conditions d'équivalence de deux systèmes de 
forces. — Imaginons un solide et deux systèmes de forces (S) 
et (S') appliquées successivement à ce solide; le premier (S) 
étant formé de n forces F|, Fa, . . ., F„; le deuxième de 
n! forces F'^, Fj, ..., F^». Construisons les sommes géomé- 
triques OR et OR' et les moments résultants OG et OG' de 
ces deux systèmes par rapport à un point arbitraire O. 

On dit que les deux systèmes sont équivalents quand ils 
peuvent être remplacés l'un par Vautre sans changer 
Vétat du corps solide, ' 

Théorème. — Pour que deux systèmes de forces soient 
équivalents, il faut et il suffit qu'ils aient même somme 
géométrique et même moment résultant par rapport à 
un point O 

OR'=OR, OG'=OG. 

I** La condition est nécessaire. En effet, considérons le 
système auxiliaire ( — S) formé de toutes les forces de (S) 
changées de sens; ce nouveau système a pour somme géo- 
métrique et pour moment résultant par rapport à O des 
vecteurs ( — R) et ( — G) égaux et opposés à R et G. Ce sys- 
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tème ( — S) est évidemment tenu en équilibre par le 
système (S); il l'est donc aussi par le système (S') qui, par 
hypothèse, produit le même effet que (S). Donc l'ensemble 
des deux systèmes ( — S) et (S') forme un système de forces 
en équilibre, c'est-à-dire un système équivalent à zéro. 

La somme géométrique de toutes les forces de cet ensemble 
est la différence géométrique 

(OR')-(OR), 

et leur moment résultant, la différence géométrique 

(OG') — (OG). 

Gomme cet ensemble est en équilibre, sa somme géomé- 
trique et son moment résultant sont nuls, et l'on a, géomé- 
triquement 

OR'=OR, OG'=OG. 

2^ La condition est suffisante. En effet, si l'on a 

OR'=OR, OG'=OG 

en grandeur, direction et sens, l'ensemble formé des sys- 
tèmes (— S) et (S') est en équilibre et peut, par suite, par les 
opérations élémentaires être réduit à zéro (n° 93). 

Cela posé, nous allons montrer que l'on peut passer du 
système (S') au système (S) par les opérations élémentaires ; 
il sera alors établi que l'on peut remplacer (S') par (S) sans 
changer l'état du corps. 

En effet, partons du système (S') supposé être appliqué 
seul au corps solide; nous pouvons, sans changer l'état du 
corps, ajouter les deux systèmes (S) et ( — S) dont l'ensemble 
est formé de forces deux à deux égales et directement oppo- 
sées; le corps est alors sollicité simultanément parles trois 
systèmes de forces (S'), (S) et ( — S). Mais l'ensemble (S') 
et ( — S) peut, par les opérations élémentaires, être réduit à 
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zéro et, finalement, il reste le système (S). On passe donc 
bien de (S') à (S) par les seules opérations élémentaires. 

Remarque I. — Nous avons montré au n^ 89 que les opé- 
rations élémentaires n'altèrent ni la somme géométrique ni 
le moment résultant. Nous venons de démontrer la réci- 
proque : toutes les fois qu'on aura deux systèmes de forces 
ayant même somme géométrique et même moment résultant, 
on pourra passer de Tun à l'autre par ces opérations élémen- 
taires et, par suite, les remplacer l'un par l'autre. 

Remarque II. — Si deux systèmes de forces ont la même 
somme géométrique et le même moment résultant pour un 
point particulier, ils sont équivalents; par suite, leurs mo- 
ments résultants sont aussi égaux par rapport à tout autre 
point de l'espace. 

Expression anal3rtique de l'équivalence. — Prenons le 
le point O pour origine; soient X, Y, Z; L, M, N les pro- 
jections de la somme OR et du moment résultant OG du 
premier système ; X', Y', TJ ; L', M', N', les quantités analogues 
pour le second. L'équivalence s'exprime parles six conditions 

Pour que deux systèmes de forces soient équivalents, il 
faut et il suffît que les sommes de leurs projections sur cha- 
cun des axes et les sommes de leurs moments par rapport à 
chacun des axes soient égales. 

100. Exemple de systèmes équivalents : couples ; com- 
position des couples: — Un couple est un système de deux 
forces P et — P égales et opposées (n° 78). 

Le bras de levier du couple est la distance AB {fig> 97) 
des deux forces; le moment du couple est le produit AB.P 
du bras de levier par une des forces. Quand le moment est 
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nul, le couple est équivalent à zéro; car, ou bien les deux 
forces sont nulles, ou bien AB = o et alors les deux forces 
sont égales et directement opposées. 

Un couple est un système de forces dont la somme géo- 
métrique G^X. nulle, et donile moment résultant est constant 
en grandeur, direction €t sens pour tous les points de 
l^ espace (n^ 78). Ce moment résultant s'appelle Y axe du 
couple. L'axe d'un couple est donc un vecteur défini en 
grandeur, direction et sens, mais dont le 
point d'application . peut être choisi 
arbitrairement dans l'espace. Pour re- 
trouver ce vecteur, cherchons le moment 
résultant par rapport à un point O du bras 
de levier AB situé entre A et B ; les mo- 
ments des deux forces P et — P seront 
dirigés perpendiculairement au plan du 
couple, dans le même sens, car les deux vecteurs P et — P 
ont le même sens de rotation autour du point O; le moment 
résultant OG ou axe du couple est donc perpendiculaire 

au plan du couple et égal à P.OA-hP.OB, ou à P. AB, 
c'est-à-dire au moment du couple. 

Théorème ï. — Deux couples de même axe sont équi- 
valents, car ils ont tous deux une somme géométrique nulle 
et même moment résultant. Ils pourront donc être réduits 
l'un à l'autre par les opérations élémentaires. Comme cette 
proposition est d'une grande importance, nous nous j arrête- 
rons un instant. Elle nous apprend qu'on peut, sans changer 
l'effet d'un couple, le transporter parallèlement à lui-même 
dans un plan ou dans des plans parallèles, le faire tourner 
dans un de ces plans, enfin modifier son bras de levier et ses 
forces, pourvu qu'on ne change ni son moment ni son sens de 
rotation, c'est-à-dire qu'on n'altère pas son axe. 

Théorème II (Composition des couples). — Un nombre 
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quelconque de couples est toujours équivalent à un couple 
unique dont Vaxe est la somme géométrique des axes des 
couples composants. 

En effet, le système formé par p couples P|, — P| ; 
Pa, — P2 ; . . . , P^, — Pp est un système de vecteurs dont la 
somme géométrique est nulle. Le moment résultant de ce 
système est le même par rapport à tous les points de 
l'espace (Jig. 98). 

En effet, pour obtenir ce moment résultant OG, par rap- 
port au point O, on peut procéder comme il suit : on prend 
d'abord le moment résultant OGi de P| et — Pi , moment 

qui est égal à l'axe du premier 

'^' ^ ' couple, puis le moment résultant 

% « OG2 de Pj et — P2, qui est égal 

qA ' G, à l'axe du second couple, et ainsi 

^/^ ^P de suite jusqu'à OG^, qui est l'axe 

/ du dernier couple; puis on com- 

y^ pose entre eux tous ces moments 

' composants 0G|, OG2, ..., OGj^. 

"* Considérons alors un couple d'axe 



It" 



■^•^'t 



'K OG égal au moment résultant; ce 

couple unique est équivalent au 
système des couples donnés, car il a, comme ce système, une 
somme géométrique nuUe, et un moment résultant égal à OG. 
On pourra, par les opérations élémentaires, réduire le 
système de couples donnés au couple unique d'axe OG. 

Couples en équilibre. — Si OG = 0, le couple final est 
équivalent à zéro ; le système proposé également. Les couples 
se font alors équilibre. 

101. Cas général : Réduction à une force et à un 
couple. — Un système de forces quelconques est équivalent 
à une force unique égale à leur somme géométrique, ap- 



/ 
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plîquée en un point arbitraire et à un couple unique dont 
Vaxe est le moment résultant par rapport à ce point. En 
effet, soit OR la somme géométrique des forces et OG leur mo- 
ment résultant du système par rapport à un point arbitraire O. 
Le nouveau système formé parla force R et un couple (P, — P) 
d'axe OG est équivalent au système proposé, car il a même 
somme géométrique OR et même moment résultant OG par 
rapport au point O {fig* 99). Le système proposé pourra 
donc être réduit au système R, P? — P par les opérations 
élémentaires. 

Comme le point O est pris à volonté, il y a une infinité de 
façons de déterminer une force et un couple 
équivalents à un système donné. Une fois le F»g« 99» 

point O choisi, les forces du couple (P, — P) 
ne sont pas entièrement déterminées, puis- 
qu'on peut prendre pour ce couple l'un 
quelconque des couples équivalents en 
nombre infini ayant OG pour axe. 

Pour que les forces données se fassent 
équilibre, il faut et il suffit que OR et OG 
soient nuls, c'est-à-dire que la force R et le couple (P, — P) 
soient nuls séparément. 

On voit, d'après cela, qu'une force et un couple, ne peuvent 
se faire équilibre que si la force et le couple sont nuls sépa- 
rément. 

102. Cas particuliers de la réduction. — Cherchons, ' 
en particulier, quelles sont les conditions nécessaires et 
suffisantes pour qu'un système de forces (S) soit équivalent 
à un couple unique ou à une force unique. 

1® Pour qu^un système soit équivalent à un couple 
unique, il faut et il suffit que la somme géométrique des 
forces soit nulle. 

Cette condition est nécessaire, car dans un couple la 
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somme géométrique des deux forces est nulle; elle est évi- 
demment suffisante. 

2® Pour qu'un système de forces soit équivalent à une 
force unique, il faut et il suffit que la somme géométrique 
des forces ne soit pas nulle et que le moment résultant 
soit perpendiculaire à la direction de cette somme. 

La condition est nécessaire : en effet, soit un système de 
forces (S) équivalent à une force unique R'. Le système (S) 
a même somme géométrique et même moment résultant que 
la seule force R'. Donc, la somme géométrique OR de ce 
système est égale et parallèle à"R', et le moment résultant OG 
de ce système est identique au moment linéaire de R' ; mais 
ce moment linéaire OG est perpendiculaire à R', c'est-à-dire 
à sa parallèle OR. 

La condition est suffisante. Soit un système dans lequel le 

moment résultant OG est perpendicu- 
laire a la somme géométrique OR : il 
faut montrer que ce système est équi- 
valent à un vecteur unique, parallèle 
à OR. En effet, considérons le plan II 
{fis- ^^^)') Diené par O perpendicu- 
lairement à OG, plan qui contient OR ; 
traçons dans ce plan un vecteur R' 
égal et parallèle à OR, de même sens 
que OR,- de telle façon que le moment linéaire de ce vecteur 
par rapport à O soit OG. Ce vecteur R' est à une distance OA 
de O déterminée par la condition 

OA.R'^OG. 



Fig. 100. 




et le sens de OG indique de quel côté de O il faut placer R'. 
Dès lors le système proposé est équivalent à la force 
unique R', car la somme géométrique de cette force est OR 
et son moment résultant en O est OG. 
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On peut caractériser la ligne d'action de cette force 
unique R', équivalente au système, en disant que c'est le lieu 
des points P pour lesquels le moment résultant du sys- 
tème est nul. En effet, le système donné elt la force R' 
étant équivalents, leur moment résultant est le même pour 
tout point de l'espace ; et pour un point pris sur R', le mo- 
ment de R' est nul, et réciproquement. 

Remarque, — Le système donné est équivalent à une 
force OR et à un couple d'axe OG. On peut alors interpréter 
le résultat que nous venons d'obtenir en disant que pour que 
l'ensemble d'une force OR et d'un couple d'axe OG puisse 
se réduire à une force unique, il faut et il suffit que l'axe du 
couple soit perpendiculaire à la force; l'ensemble se réduit 
alors à une force R' égale et parallèle à OR. 

Expressions analytiques. — Pour terminer l'examen de 

ces cas particuliers, voyons quelles sont, au point de vue 

analytique, les conditions pour qu'un de ces cas se présente. 

Soient 

X, Y, Z et L, M, N 

les projections sur les axes de la somme géométrique OR et 
du moment résultant OG d'un système par rapport à l'ori- 
gine. Ce système sera équivalent à une force égale à OR. et 
à un couple d'axe OG : 

I** Il sera équivalent à un couple unique si OR est nul ; 

X = Y = Z = o; 

2° Il sera équivalent à une force unique R', si OR n'étant 

pas nul, 

(X«-hY»-^Z»>o) 

le moment résultant est perpendiculaire à OR : 

(i) LX -f- MY -+- NZ = o. 

' AC. i3 
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La force unique R' est alors précisément le vecteur qui a 
pour coordonnées X, Y, Z, L, M, N, c'est-à-dire le vecteur 
qui a pour projections X, Y, Z et pour moments par rapport 
aux axes L, M, N. En appelant x^ y, z les coordonnées d'un 
point P de la ligne d'action de R', on devra avoir 

M = zX — arZ, 

ces trois équations en x^ y^ z se réduisent à deux en vertu 
de la relation (i); elles définissent une droite qui est la ligne 
d'action de la force unique R'. 

« 

103. Retour au cas général; axe central. — Imaginons 
un système de forces quelconques dont la somme géomé- 
trique n'est pas nulle. Ce système est équivalent à une force 
unique OR égale à la somme géométrique des forces appli- 
quée en un point arbitrairement choisi O et à un couple 
dont l'axe OG est le moment résultant par rapport à ce 
point. 

Si l'on prend un autre point O', le même système est 
équivalent à une force O'R' égale à OR appliquée au point O' 
et à un couple d'axe O'G', en général différent de OG. 

On peut toujours choisir le point O' de telle façon que 
la force O'R'e^ Vaxe du couple O'G' aient même direction; 
le lieu géométrique des points O' possédant cette pro- 
priété est une droite parallèle à la somme géométrique des 
forces appelée axe central. 

En effet, décomposons • (yî^. ïoi) le couple d'axe OG en 
deux, l'un dont l'axe OH est normal à OR et l'autre dont 
l'axe OK est dirigé suivant OR. D'après ce que nous avons 
va dans le numéro précédent, l'ensemble de la force OR et 
du couple d'axe OH. normal à OR est équivalent à une force 
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unique O'R' égale et parallèle à OR située danâ le plan mené 
par O perpendiculairement à OH. 

Dès lors, le système proposé est équivalent à la force O'R' 
et au couple d'axe OK parallèle à O'R', Comme on peut 
transporter Taxe d'un couple où l'on veut, on peut dire 

Fig. loi. 




aussi que le système considéré est équivalent à une force O'R' 
et à un couple dont l'axe O'G', égal et parallèle à OK, a la 
même direction que O'R'. 

Nous avons ainsi trouvé un point O' possédant la propriété 
demandée : tous les points de la droite indéfinie O'R' pos- 
sèdent la même propriété, car on peut toujours transporter 
R' en un point de sa ligne d'action. La droite O'R' est alors 
Vaxe central. 

Cet axe est unique, car en tout point O en dehors 
de O'R' le moment résultant OG est la somme géométrique 
du moment résultant du couple d'axe O'G' et du moment 
linéaire de la force R' : le moment résultant du couple 
d'axe O'G/ est un vecteur OK égal et parallèle à O'G' et, par 
suite, dirigé suivant OR; le moment linéaire OH de R' est 
perpendiculaire à OR; le moment résultant OG, somme 
de OK et OH a donc une direction différente de OR. 

Il peut arriver exceptionnellement que OG soit perpendi- 
culaire à OR; alors le moment OH bu son égal O'G' est nul 
et les forces sont équivalentes à une force unique R'; l'axe 
central est alors la ligne d'action de cette force unique. 
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équations de Taxe central. — Soient trois ernes rectangu* 
laires O^, Oy^ O5, construisons la somme géométrique OR 
et le moment résultant OG par rapport à O et soient 
(X, Y, Z), (L, M, N) les projections respectives de ces deux 
vecteurs. Désignons par j?, y, z les coordonnées d'un point 
quelconque O' de l'axe central. La force R' a pour projec- 
tions X, Y, Z, et elle est appliquée au point O' ; son moment 
linéaire par rapport à O est un vecteur OH ayant pour pro- 
jections 

(OH) ^Z — -sY, z\ — xZ, xY'-yX; 

» 

appelons U, M', N' les projections de O'Gr' ou de son 
égal OK sur les axes.- Le vecteur OG étant la somme 

géométrique de OH et OK, on a 

« 

L =^yZ — zY + V, 
M = «X — arZ-t-M', 



d'où, inversement, 



(I) 



L'= L — j^Z-j-^Y, 
M'-=M — zXH-a?Z, 
N'=î N^xY -}-yX, 



Exprimons maintenant que O'G' a la même direction 
'que O'R'; nous aurons 



(^) 



ou 



(3) 



L-^Z-hzY 



L' 
X 


M' 
~ "Y "" 


Z 


M- 


-zX-hx 


Z 



_ N— a?Y-f-^X; 



Y 



ces équations où ^, JK? ^ sont les coordonnées courantes, 
défîniâsent l'axe central. 

Remarque. — Multiplions les deux termes du premier 
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des rapports (3) par X, du delixième par Y, dû troisième 
par Z, puis ajoutons terme à terme; nous verrons que la 
valeur commune de ces rapports est 

• LX -t- MY -H NZ ^ 

^■^^ X2+Y2+Z» ' 

les relations ( 2 ) donnent alors 

L'=XX, M'=XY, N'=XZ; 

le vecteur OG' aura même sens que le vecteur O'R' quand la 
valeur trouvée pour X sera positive et le sens opposé quand X 
sera négative. 

Géométriquement, comme on a . • 



Rî=X«-hYî-f-Zî, 



cosGOR = 



LX-+-MY-+-NZ 



R.G 



la quantité X est 



G 



X=:-.cosGOR; 



elle est positive ou négative suivant que GOR est aigu ou 
obtus. • 

Dans le cas particulier où, OR étant différent de zéro, 
l'angle GOR est droit, la quantité X est nulle; les forces sont 
alors équivalentes à une force unique R' dirigée suivant 
l'axe central. Dans ce cas, les rapports (3) ont une valeur 
nulle et les équations de l'axe central deviennent 

M — ^X-f-a?Z = 0, 
lS—xY-hyX = o; 

ce sont bien les équations trouvées plus haut pour 1^ ligne 
d'action de la force unique R' (n'* 102) équivalente au 
système. 
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104. Résumé. — En résumé, on a le Tableau suivant : 

Système équivalent à deux forces non si- 
tuées dans un même plan; équivalent aussi 
LX + MY + NZ^o. { à une force dirigée suivant Taxe central et à 

un couple dont le plan est perpendiculaire 
à cet axe. 



!• X«-t-Y«-4-Z»>o. 



LX-hMY4-NZ=o. 



Système équivalent 
à une force unique 
dirigée suivant Taxe 
central. 

2<>X=Y =Z =0, l Système équivalent 
L*-+-M*-4- N*> o. ( à un couple unique. 

3° X = Y = Z = o, J Système équivalent 
L =M =N =o. ( à zéro. Équilibre. 



105. Premier exemple : Forces dans un plan. — Con- 
sidérons des forces situées toutes dans un même plan xOy; 
comme nous l'avons vu n** 96, leur somme géométrique OR 
est dans ce plan et leur moment résultant OG normal au 
plan. Donc si OR n'est pas nul, les forces sont équivalentes 
à une force unique située dans le plan. 

Si OR = o, elles sont équivalentes à un couple situé dans 
le plan. 

Si OR = o, OG == o, elles se font équilibre. 

. Analytiquementy on a comme au n^ 96 

* Z = o, L = o, M = o, 

et par suite 

•LX-i-MY-4-NZ=o. 

Par conséquent 

i** Si X^-|- Y^^ o le système a une résultante unique di- 
rigée suivant l'axe central 

^ = o, N = a?Y — yX, 



i^ 
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2® Si X = Y = o avec N^o, le système se réduit à un 
couple. 

3® Si X = o, Y = o, N = o,' le système est en équilibre. 

Remarque. — Lorsque N est nul, les forces ont une résul- 
tante unique passant par le point O ou se font équilibre ; si 
donc Ja somme des moments des forces par rapport à deux, 
points du plan est nulle, la résultante passe par ces points, 
ou bien il y a équilibre ; enfin, si cette somme est nulle pour 
trois points du plan. non en ligne droite, il y a nécessaire- 
ment équilibre. ' 

Exemples. — 1** Prenons dans le plan des xyun polygone 
quelconque et appliquons au milieu de chacun de ses côtés 
et perpendiculairement à sa direction une force proportion- 
nelle à sa longueur et dirigée vers Fextérîeur du polygone ; 
ces forces se font équilibre. Nous allons établir géométrique- 
ment cette proposition. Démontrons-la tout d'abord pour un 
triangle ABC. 

Les trois forces A'(K.BG), B'(K. AG), C'(K. AB) sont con- 
courantes comme étant perpendiculaires aux milieux des 
côtés du triangle; de plus, la somme de leurs projections sur 
un axe quelconque est évidemment 
nulle; ces trois forces se font donc 
équilibre (Ji g. 102). 

Passons maintenant au cas d'un 
polygone quelconque. A l'aide de 
diagonales issues d'un sommet, par- 
tageons-le en triangles. Perpendicu- 
lairement aux côtés de chacun des 
triangles ainsi déterminés et en leurs 

milieux appliquons une série de forces proportionnelles 
à ces côtés et dirigées vers l'extérieur du triangle correspon- 
dant. D'après ce qui vient d'être dit, ce système de forces est 
en équilibre : or, au milieu de chaque diagonale sont appli- 
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.quéês deux forces ëgales et opposées; on peut donc les sup- 
primer sans troubler Téquilibre, et le polygone reste en équi- 
libre sous l'action des forces appliquées normalement à ses 
côtés; la proposition est donc démontrée. 

2* Soit donné un polygone plan ABCDE {Jig* io3), sur 
lequel nous déterminons un sens de circulation;. appliquons 
^ chaque sommet de ce polygone une force dirigée dans le 

Fig. io3. 





sens du côté qui y aboutit et proportionnelle à sa longueur. 
Si le polygone est convexe, ces forces se réduisent à un 
couple. En effet, la somme des projections de ces forces sur 
un axe quelconque est nulle, comme égale à K fois la projec- 
tion du contour fermé ABCDE. De plus, la somme des mo- 
ments par rapport à un point quelconque O du plan du 
polygone n'est pas nulle ; en effet, c'est 

N = dz 2K[surf. OAB -h surf. OBG 4-. . .]» 



c'est-à-dire 



N = ±2Ksurf.(ABGDE), 



Il ne peut donc pas y avoir équilibre. 

Si le polygone est concave^ il n'en est plus de même ; pre- 
nons, en effet, le polygone A'B'C'D'; la somme des moments 
par rapport à un point O du plan sera, en ayant égard k 
leurs signes, 

N = ±:2K(surf.D'IG'— surf.B'IA'); 
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il y aura donc équilibre si les deux triangles D'IC, B'IA' 
sont équivalents. 

106. Forces parallèles. Centre des forces parallèles. 

— Imaginons un corps solide sollicité par des forces» paral- 
lèles; convenons de regarder comme positives les intensités 
des forces qui tirent dans un sçns et comme négatives celles 
des forces qui tirent en sens contraire. Si Ton appelle P<, 
p2, . .. , P/i les valeurs algébriques des forces parallèles, ces 
forces ont une somme géométrique OR qui leur est. paral- 
lèle et dont la valeur algébrique P est donnée par 

P = Pl-4-P2-i-...-hP„, 

■ 

ou, sous forme abrégée 

P = 2 P*. 

Le moment résultant OG des forces par rapport au point O 
est perpendiculaire à la direction commune de ces forces, car 
le moment linéaire de chaque force est perpendiculaire à 
cette direction. Donc OG est actuellement perpendiculaire 
sur OR. On a donc les conclusions suivantes : 

i** Si SP^t^o, les forces sont équivalentes à une force 
unique égale à P dirigée suivant l'axe central ; la ligne d'ac- 
tion de cette force est le lieu des points pour lesquels, le mo- 
ment résultant est nul, 

2® Si S P^= o, les forces se réduisent à un couple d'axe OG. 

3° SiSP^^o, 00 = 0, les forces se font équilibre; ce 
cas a été examiné en détail n® 101. 

I® Deux forces parallèles et de môme sens. — Soient 
d'abord deux forces parallèles et de même sens; leurs inten- 
sités Pi et P2 pourront être regardées comme positives toutes 
deux. Ces deux forces sont équivalentes à une force unique P 
. située dans leur plan, ajant mêhie direction et même sens 
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qu'elles et égale à leur somme 

Il faut déterminer la ligne d'action de cette résultante 

kfig' '^4)» Pour cela, il suffit de remar- 
quer que, le système étant équivalent à P, 
, /l— '— 7B2 le moment résultant du système par rap- 

c, A-7^- Vcj port à un point quelconque A, pris ^ur P, 

/ y 7'^2 doit être égal à celui de P, c'est-àrdire à 

/ / **a zéro. Le point A doit donc être entre les 

p / ^'^ . lignes d'action des deux forces P| et P2, 

pour que leurs moments linéairesi soient 
de sens contraires; en outre, en abaissant de A les perpen- 
diculaires AA| et AA2 sur les deux forces, on doit avoir 

Pi.AAi = P2.AAî. 

En menant une transversale quelconque, rencontrant les 
lignes d'action des trois forces en des points B4, B2, B, on 
aura de même, en valeur absolue, 

Pi.BBi= Pj.BBj, 
car 

AAi _ BB, 
AAa ~ BB2 * 

Ainsi la ligne d'action de la résultante P divise une transver- 
sale aux deux forces en des segments additifs inversement 
proportionnels aux composantes. 

En donnant des signes aux segments déterminés par les 
trois points BBj B2 sur une transversale, on peut écrire la 
relation suivante vraie en grandeur et signe 

BB, ^_ P2 
BB, ~ Pi* 

Centre des forces parallèles. — Jusqu'ici nous n'avons 
fait jouer aucun rôle aux points d'application ni des compo- 
santes ni de la résultante : la méthode que nous avons suivie 
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donne, comme il doit arriver, la même résultante quand on 
fait glisser les composantes P| et P, le long de leurs lignes 
d'action, la résultante pouvant également être transportée le 
long de sa ligne* d'action. 

On arrive à la notion du centre des forces parallèles en 
convenant de prendre des points déterminés, par exemple 
les points C| et C2 pour points d'application des coinpo- 
santes. Joignons alors C| Ca et appelons C le point où 
C| Ca coupe la ligne d'action de la résultante; ce point est 
déterminé par la relation (en grandeur et signe) 

GCi _P, 
GG,- Pi* 

* 

Ce point particulier C est le centre des forces parallèles P| 
et Pa appliquées aux points C< et Ca. 

Si l'on fait tourner les deux forces parallèles Pj et Pa 
autour des deux points d'application C| et Ca sans altérer 
leur rapport, le point C reste fixe et la résultante tourne 
également autour de ce point. 

On convient de prendre le point C pour point d'applica- 
tion de la résultante P en transportant cette résultante au 
point C de sa ligne d'action. 

2® Deux forces parallèles et de sens contraires. — Pre- 
nons {fig. io5) comme sens positif le sens de la plus 
grande P| ; alors P| est positif, Pa né- 
gatit. INous supposons la somme 



P = P, -+- P 



2 



différente de zéro pour écarter le cas du v Aî^^^^^-A ^ 

couple. Alors les deux forces ont une 'b"—/bî /^2 

résultante P égale à leur somme géomé- ^>, 

trique située dans leur plan, dont il faut 

déterminer la ligne d'action. Cette ligne est le lieu géomé- 



^^9r^' 
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trique des points. A pour lesquels le moment résultant de Pi 
et Pa est nul. EUle est donc extérieure à l'espace situé entre 
les deux forces, et du côté de la plus grande, de telle façon 
qu'en abaissant de l'un de ces points des perpendiculaires 
A Aï et AA2 sur les deux forces, on ajt ppur les deux pro- 
duits P^ . AA.| et P2. AAa la même valeur absolue. En menant 
une transversale quelconque rencontrant les lignes d'action 
des forces en BB| B2 on aura en grandeur et en signe 

BBi __ P, 
BBi "" P, ' 

Centre des forces parallèles.. — Ayant choisi deux points 
déterminés Ci et Ca pour points d'application des compo- 
santes, le centre des forces parallèles est un point C sur C| C2 
tel que l'on ait, en grandeur et signe 

CCi __ P2 

Quand on fait tourner les composantes autour des points 
C| etC2 en les laissant parallèles et sans changer leur rapport, 
le point C reste fixe et la résultante P tourne aiissi autour de 
ce point : nous la supposerons appliquée à ce point. 

3^ Deux forces égales et opposées. — Si l'on a deux 
forces égales et opposées, elles forment un couple, c'est-à- 
dire pn système qui n'a pas de résultante. En considérant ce 
cas comme la limite du précédent, P^ -4-P2 tendant progressi- 
vement vers zéro, on voit que le point C, centre des forces 
parallèles, s'éloigne indéfiniment. 

Le même fait a lieu dans le cas plus particulier encore où, 
les deux forces étant égales et directement opposées, il y a 
équilibre. 

4^ Forces parallèles en nombre quelconque; centre des 
forces parallèles. — Prenons maintenant n forces parallèles 
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ayant pour valeurs algébriques P|, Pj, ..., P„ et supposons 
que leur soitime géométrique 

P = Pi-f- Pj-h. . .^- P«= SPa 

soit différente de zéro. 

Les forces sont alors équivalentes à une force unique égale 
à P qu'on peut déterminer comme il suit. 

Supposons les composantes appliquées en des points déter- 
minés C|, '02,...., C„, et imaginons, pour fixer les idées, 
que les forces P|, P2, ..., P;,^ tirent dans un sens, et les 
forces Pm+i, Pm-f2j •••)■?« en sens contraire. Nous pourrons, 
d'après ce qui précède, remplacer Pj et P2 par une force 
unique Q« = P| + P2 appliqyée au centre D| des forces parai* 
lèles P| et P2 ; puis nous remplacerons les forces Qi et P3 par 

une force 

Qi = Qi-^P8=Pi-+-Pi-+-P3 

appliiquée au centre D2 des forces parallèles Qi et P3 ; et ainsi 
de suite, jusqu'à ce que nous ayons remplacé toutes les forces 
tirant dans un sens par une force unique P' appliquée en un 
point déterminé G ; de même, nous remplacerons toutes les 
forces tirant en sens contraire par une force unique P" ap- 
pliquée en un point déterminé C. Ces deux forces se com- 
posent enfin en une 

P = P'+ P''= P,-+- P,-4-. . .-i- P;, 

appliquée au centre C des forces P' et P" appliquées en G' 

et C". 

Ce point final est le centre des forces parallèles don- . 
nées. 

Si l'on fait tourner ces forces autour de leurs points d'ap-^ 
plic^tion en les laissant parallèles, sans altérer leurs rapports 
mutuels, les forces auxiliaires Qi, Q2, . . , P', P^ tournent au- • 
tour de leurs points d'application D|, D2, . . -, C, G" sans que 



s~^ -1 — f^rt 
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leurs rapports mutuels changent, et, finalement, la résultante 
tourne autour du point C. 

Il suffira donc de déterminer ce point C pour connaître la 
résultante, puisque sa grandeur, sa direction et son sens sont 
connus. 

Coordonnées du centre des forces parallèles. — Soient 
n forces parallèles de -valeurs algébriques P< , Pj, ..., P^ appli- 
quées aux points C|, C2, . . . , G/i de coordonnées ^1, ^i, ^i, 
X2,y2)^2i • • M ^n^yn'i Zn- Nous venons de voir que le centre 
des forces parallèles C existe tant que P| -H P2-+-. . .-h P» est 
différent de zéro. 

Appelons ^o>yo> -^o les coordonnées de ce point. 

Le moment de la résultante des forces parallèles par rapport 
à un axe quelconque est égal à la somme des moments des 
composantes ; comme le centre des forces parallèles est indé- 
pendant de la direction commune des forces, je les suppose 
toutes parallèles à 0.5, Oz étant pris comme sens positif des 
forces. Alors les projections des forces sur les axes sont 

X, = 0, Yi = o, Z, = Pi, 



XAr=0, Ya:=0, • Za- = P*, 



et celles de la résultante 

X = o, Y = o, Z = P. 

Écrivons que le moment de P par rapport à Oy est égal 
à la somme des moments des composantes : 

, ^^ * 

<Jo X — a?o Z = -Si X 1 ^ a?i Zi -h ^2 Xj — 372 Z2 -H ... ; 
nous avons, d'après les valeurs particulières ci-dessus, 

^^ ^ Pl-HP2-+-...-4-Pn ' 



T^W^. 
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OU, SOUS forme abrégée, 



a?0 — 



2P* ' 



de même, on trouve 



SP*a* 

Remarque. — Le centre des forces parallèles existe tant que, 

2P* 
est différent de zéro. 

Quand SPjt= o, il est en général rejeté à l'infini. 

Cependant, il serait indéterminé si l'on avait à la fois 

(i) \ 

\ :L?fcZk=o. 

Dans ce cas très particulier, les conditions d'équilibre indi- 
quées au n° 97 sont remplies, quels que soient a, p, y? c'est- 
à-dire quelle que soit la direction commune des forces : on 
dit alors que les forces parallèles sont en équilibre asia- 
tique. On peut vérifier que ce cas se présente quand, SPy^ 
étant nul, le centre G des forces parallèles tirant dans un sens 
coïncide avec le centre C des forces parallèles tirant en sens 
contraire. Les résultantes P' et V" de ces deux groupes de 
forces sont alors égales, opposées et appliquées au même 
point. Elles se font équilibre, quelle que soit leur direc- 
tion commune. 

Exercice. — On peut, comme exercice, vérifier ces résul- 
tats par le calcul. Si, comme au n** 97, on appelle a, |î, y 
les cosinus directeurs du sens positif des forces, les projec- 
tions sur les axes de la somme géométrique OR des forces 
sont 

X=ïP, y = pP, Z = yP, P = 2Px., 
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et celles du moment résultant OG par rapport à Forigine 

M=a2Pifc^;t — YSPa^ta, 

Les forces se réduisent alors à une force unique ou résul- 
tante parallèle aux forces données, d^intensité P. La ligne 
d^action de cette force unique a pour équations 

M = zX — xZ, 

N = arY— ^X, 

où x^yj z sont les coordonnées courantes (n" 102). 

Actuellement ces équations deviennent, d'après les valeurs 
particulières de X, Y, Z, L, M, N, 

on peut les écrire 

P^ — SP^a^yt Pjk-SPaXa Pz^I,PkZk 



ou 



p 



l_ 2 Pka^k ^^ __ S PkYk ^ 



Y 



, en posant Xq = ^p > jKo = 



2Pa 



y *»0 — - 



SPa- 






z —Zfi 



lue point ayant pour coordonnées Xq^ y^^ Zq ne dépend pas 
de a, p, Y, c'est-à-dire de la direction commune des forces; il 
dépend seulement de leurs points d'application {Xk^ y ht Zk) 
et des rapports de leurs grandeurs, car les expressions de ^oi 
j^Oî '^0 sont homogènes et de degré zéro par rapport à Pi,* 
Pa, . . ., P/|. La résultante unique P passe donc par le point 
fixe ( J^o» J^Oî ^^o) quels que soient a, p, y. 

Donc, si, laissant fixes les points d'application, on change 
la direction commune des forces considérées et si l'on fait 




^ 
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varier ces forces proportionnellement, leur résultante passe 
par un point fixe de coordonnées (^oj^o? ^o)- Ce point fixe 
est le centre des forces parallèles. 

On choisit ordinairement ce point comme point d'applica- 
tion de la résultante, ce qu'on peut faire en transportant cette; 
résultante au point ^0, y^^ Zq de sa direction. 

Remarque. — Dans le cas particulier où toutes les forces 
sont dirigées dans le même sens, le centre des forces 
parallèles, est intérieur à toute surface convexe entourant 
tous les points d'application des composantes ^ Ea effet, 
prenons pour sens positif celui des vecteurs donnés Pj , . . . , 

Fig. 106. 




Pfl, pour plan des jt!y un plan tangent II à cette surface, et 
pour axe O^ une perpendiculaire à ce plan située du même 
côté que la surface (Jig- 106). Alors les z de tous les points 
d'application sont positifs, et l'équation 



Zq — 






montre que Zq est également positif. Le centre des forces 
parallèles se trouvant par rapport à un plan tangent quel- 
conque du même côté que la surface est situé à l'intérieur de 
celle-ci. 

107. Moments des forces parallèles par rapport à un 
plan. — Un système de forces parallèles, dont la résultante 
AG. i4 



i 



210 . COURS DE MECANIQUE. 

générale P = SPa n'est pas nuUe^ est équivalent à une force 
résultante unique P appliquée au centre des forces paral- 
lèles, d'après la convention faite plus haut. Les formules qui 
donnent les coordonnées x^^ y©, So de ce centre conduisent, 
quand on les traduit en langage géométrique, au théorème 
des moments par rapport à un plan. 

Étant donné un plan H, qu'on peut toujours prendre pour 
pla^ji arO^, et un axe Oz {fig- 107) de direction arbitraire, on 

Fig. 107. 




appelle moment d^ une des forces parallèles, par rapport 
à ce plan II, le produit de la valeur algébrique Pa de la 
force, par la coordonnée Zk de son point d'applica- 
tion VkZk» 

Le moment ainsi défini est une quantité positive, négative 
ou nulle, dont la valeur dépend du point d'application de la 
force, de sorte que ce moment change quand on la transporte 
en un point de sa direction. La propriété fondamentale ré- 
sultant de cette définition est la suivante : 

• 

Le moment par rapport à un plan de la résultante de 
plusieurs forces parallèles est égal à la somme algé- 
brique des moments des composantes à condition de 
prendre^ pour point d'application de la résultante, le 
centre des forces parallèles. 
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Pour le démontrer, supposons d'abord l'axe Oz perpendi- 
culaire au plan II; le -s du centre des forces parallèles est 
donné par l'équation 

où P = SP^; or cette équation exprime précisément le 
théorème que nous voulons démontrer.- 

Si l'axe O^ est oblique au plan U, on prendra un axe auxi- 
liaire O^' normal au plan et faisant avec 0.z nn angle a. 
Appelons J^y z'^, ..., z^^ z^ les coordonnées z des points 
d'application comptées parallèlement à ce nouvel axe, c'est- 
à-dire normalement au plan; on aura, d'après ce qui précède, 

j 

mais les coordonnées z' et z sont liées par les relations évi- 
dentes 

^'j = ^iCOsa y, = 2jC0sa, ..., «Q = zocosa; • 

en substituant, on a là relation à démontrer 

P«o= SP^z^t. 

Le théorème des moments est donc établi dans sa généralité. 
En l'appliquant successivement aux trois plans coordonnés 
supposés obliques, on obtient, pour déterminer les coor- 
données ^Oî JKo) -20, du centre des forces parallèles en axes 
obliques j les mêmes formules qxx^açec des axes rectangu- 
laires. 

Remarque. — Le théorème des moments des forces paral- 
lèles par rapport à un plan ne peut s'appliquer que si SP^^ o. 

Lorsque SP>fc= o, les forces sont équivalentes à un couple 
ou à zéro: Même dans ce dernier cas, le théorème ne peut 
pas s'appliquer, car si la résultante est alors nulle^ le centre 
des forces parallèles est à l'infini. Il n'y a d'exception que 
pour le cas encore plus particulier où les forces étant équiva- 
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lentes à zéro sont en équilibre asiatique; alors aro^J'o? ^o sont 
indéterminés. 



108. Centres de gravité. — Nous avons déjà défini le 
poids d'un point matériel : c'est une force verticale dont 
l'intensité p est égale à la masse du point matériel multipliée 
par l'accélération g due à la pesanteur, accélération qui, en 
un même lieu, est la même pour tous les points pesants. La 
direction de la verticale change d'un lieu à l'autre ; l'obser- 
vation a prouvé que la valeur de g varie avec IJ latitude et 
l'altitude ; mais ces variations sont insensibles dans l'étendue 
d'un corps de dimensions ordinaires. Un corps solide pesant 
peut donc êtfe considéré comme une réunitm d'un grand 
nombre de points matériels liés entre .eux et sollicités par des 
forces verticales parallèles proportionnelles à leurs masses. 
La résultante de ces forces, qui est égale à leur somme, s'ap- 
pelle le poids du corps. Le centre de ces forces parallèles se 
nomme spécialement centre de granité; il occupe dans le 
corps une position indépendante de l'orientation de celui-ci ; 
car, lorsque le corps se déplace, tout se passe, pour un obser- 
vateur entraîné avec lui, comme si, le corps restant immobile, 
les forces parallèles tournaient d'un même angle autour de 
leurs points d'application,, ce qui n'altère pas la position du 
centre des forces parallèles. Ainsi, le centre de gravité est 
le point du corps par lequel passe constamntent le poids 
du corps, quelle que soit son orientation. Si donc on fixait 
le centre de gravité en laissant au corps solide la liberté de 
tourner autour de ce point, le corps, soumis uniquement à 
l'action de la pesanteur, resterait en équilibre dans toutes 
les positions qu'il peut prendre. 

• 

109. Expressions des coordonnées du centre de gra- 
vité. — Soient m^j m2, . . ., /n^ les masses, />|, />2j • • •> /^«les 
poids des points matériels qui constituent un corps solide 
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(^1, jf, Z|), (^2,^2, ^2), . . ., (^,„ JK«, ^„) leurs coordonnées, 
P et M le poids et la masse du corps. On aura 

Si Ton désigne par (^o? JKo? ^0) ^^s coordonnées .du centre 
de gravité, on a, d'après les formules qui donnent le centre 
des forces parallèles. 



J?0 — 



P\Xx -+■ ptXf-h. . .-^ pn^n friiXi -h m^X^-h. . .-^ Tn.nXn 






> 



OU, sous forme abrégée, 

On voit, d'après ces formules., que la position du centre de 
gravité dépend uniquement des masses des points. 
. Cette observation est importante, car elle permet d'étendre 
la notion de centre de gravité à des systèmes non pesants. 
Même, dans certaines questions relatives à des points maté- 
riels de masses /Wi, m2, ..., nin non invariablement liés 
entre eux, il est utile d'introduire le point dont les coor- 
données ^oj JKo? ^0 sojnt définies par les formules précédentes : 
ce point qu'Euler proposait d'appeler centre d^ inertie con- 
tinue à porter le nom de centre de gravité, quoique les 
considérations qui conduisent à la notion du centre de gravité 
ne soient pjus applicables. Le centre de gravité est évidem- 
ment situé à l'intérieur de toute surface convexe entourant 
les points considérés' (p. 209, Remarque), 

Lorsque l'on connaît les centres de gravité Q^ et Ga de 
deux parties d'un corps et leurs masses Mi et M2, on en dé- 
duit immédiatement le centre de gravité du corps, car ce 
centre est le centre des forces parallèles Mi^etMag" ap- 
pliquées aux deux points G| et G2. D'une manière générale, 
lorsque l'on connaît les centres de gravité G^, G2, ..., Gp 
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de plusieurs parties d'un corps et leurs masses, Mi, Ma, . . ., 
M^, le centre de gravité du corps est le centre des forces 
parallèles M|^, Ma^, ..., ^pê^ appliquées aux points G|, 
G2, . .., G;,. En appelant ^,,^1, z^ 5^2,^2? ^2^ •••? ^p) Xpj 
Zp les coordonnées des centres de gravité de ces diverses 
parties, on aura pour les coordonnées ^o> J^o? ^0 ^^ centre de 
gravité du corps 

Quand on veut déterminer le centre de gravité d'un corps 
solide de forme donnée, par exemple d'une masse de métal, 
on doit appliquer les formules précédentes à un corps formé 
d'un nombre extrêmement grand de points matériels situés à 
des distances mutuelles extrêmement petites. On tourne la 
difficulté en regardant le corps comme continu, ce qui n'est 
pas conforme à la réalité, mais fournit une approximation 
très suffisante pour les applications. On supposera le corps 
divisé en parties infiniment petites, en petits cubes par 
exemple, et l'on appliquera les formules précédentes. 

Lorsqu'un corps a tine épaisseur très petite par rapport à 
ses autres dimensions, on assimile le corps à une surface : 
telle est, par exemple, une feuille de papier ou de métal très 
mince. De même, il est des cas où l'on peut considérer un 
corps comme réduit à une ligne : tel est le cas d'un fil long 
et fin. 

110. Théorèmes relatifs aux centres de gravité. 

I** Lorsqu'une figure admet un centré de symétrie, son 
centre de gravité se confond avec le centre de symétrie. 

En effet, la figure tout entière peut être partagée en élé- 
ments matériels très petits deux à deux symétriques . et de 
même masse; la droite qui joint deux d'entre eux passe par 
le centre de symétrie qui est son milieu; par conséquent la 
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résultante des forces égales et parallèles appliquées aux 
extrémités de cette droite passe aussi par son milieu ; comme 
il en est de même de toutes les résultantes semblablement 
obtenues, la résultante totale passe parle centre de symétrie. 

2° Lorsqu'une figure plane admet un axe de symétrie 
ou un diamètre^ son centre de gravité est sur cet axe ou 
sur ce diamètre. Si la figure admet un ax€ de symétrie, à 
tout point A correspond un point B symétrique tel que le 
milieu O de AB soit sur Taxe ; c'est donc en ce point O qu'est 
appliquée la résultante des deux forces égales appliquées 
en A et en B ; il en est de même de toutes les résultantes obte- 
nues de la même façon, c'est-à-dire qu'elles sont toutes appli- 
quées en des points de l'axe de symétrie. Il reste à composer 
toutes ces résultantes .partielles dont les points d'application 
sont sur l'axe, donc le point G est aussi 
sur l'axe. 

Dire que la figure admet un diamètre 
c'est dire qu'il existe une droite qui coupe 
toutes les cordes parallèles à une direc- 
tion- déterminée en deux parties égales 
{fig. io8). Les centres de gravité de 

toutes ces cordes se trouveront donc sur 

« 

cet axe de symétrie oblique qu'on nomme leur diamètre 
conjugué et, par suite, le centre de gravité de la figure s'y 
trouvera aussi. 

3** Lorsqu'une figure dans V espace admet un plan de 
symétrie oju un plan, diamétral, son centre de gravité est 
dans ce plan. Le raisonnement est le même : si la figure 
admet un plan de symétrie, à tout point- A correspond un 
point B symétrique tel que le milieu O de la droite AB se 
trouve dans le plaii de symétrie; c'est donc en ce point O 
qu'est appliquée la résultante des deux forces égales appli- 
quées en A et en B ; il en est de même de toutes les résultantes 
obtenues de la même façon : leur point d^application est dans 
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le plan et par suite le centre de gravité, point d'application 
de la résultante de ces résultantes partielles, est aussi dans 
ce plan de sjmétrie. * 

Dire, que la figure admet un plan diamétral^ c'est dire 
qu'il existe un plan qui coupe toutes les cordes parallèles à 
une direction déterminée en deux parties égales. Les centres 
de gravité de toutes ces cordes se trouveront donc dans ce plan # 
de symétrie oblique qu'on appelle leur plan diamétral con- 
jugué^ et par suite le centre de gravité de la figure s'y trouve 
aussi. , 



111. Centre de gravité des lignes planes. 

Nous considérons exclusivement des lignes .homogènes* 
Ijne ligne matérielle est dite homogène quand la masse 
d'une portion quelconque de cette ligne est proportionnelle 
à. sa longueur.. 

• 

Segment de droite. — Le centre de gravité d'un segment 
de droite est en son milieu qui est un centre de symétrie. 

Circonférence de cercle. — Le centre de gravité d'une cir- 
conférence est en son centré. 



Fig. 109. 



; Contour d'un triangle. — Chaque côté a un poids propor- 
tionnel à sa longueur et appliqué *en 
spni milieu ; aux points N et P, mi- 
lieux- de AC et AB en particulier, 
sont donc appliquées dès forces pa- 
rallèles, de même sens, respective- 
ment proportionnelles à AC et à AB 

(/^- 109)-. 

Soit H le point d'application de 

• k ' 

la résultante de ces deux forces, on doit avoir 

HN _ AB 
HP ~ AG' 
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et comme MN et MR sont les moitiés de AB et de AC, on a 

* MN 



HN 
HP 



MP 



ce qui montre qiie le point H est le pied de la bissectrice 
intérieure du triangle MNP ; le centre de gravité cherché est 
donc sur la bissectrice MH; il est de même sur les deux 
autres'bissectrices du même triangle et, par suite, à leur point 
de rencontre, c'est-à-dire au centre du cercle inscrit dans le 
triangle MNP, forme en joignant les milieux" des côtés du 
triangle ABC. , ... 

112. Centre de gravité des aires planes. 

Nous considérerons exclusivement des aires homogènes, 
c'est-à-dire telles que la* masse d'une portion quelconque de 
l'aire soit proportionnelle à son étendue. 

Cercle. — Le centre de gravité d'^un cercle est' en son \ 

centre, qui est un centre de symétrie. 

« 
Parallélogramme. — Le centre de gravité d'un parallélo- 
gramme est en son centre, qui est un centre de symétrie.- 

» 

Triangle. — Chaque médiane pst un diamètre conjugué 
par rapport aux cordes parallèles au côté correspondant. Cha- 

Ffg. iio. • • 




cune d'elles, AA' par exemple (Jig» i lo), divise, en effet, en 
deux parties égales toutes les cordes parallèles à BC. Le centre 
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« 

•de gravite de Taire du triangle se trouve donc au point de 
rencontre des médianes; joignons A'B', cette ^roîte est paral- 
lèle à AB et égale à sa moitié ; la considération des triangles 
semblables ABG, A'B'G montre donc que l'on a 

AG AB • 



A' G A' B 



= 1. 



Le centre de gravité est donc aux | de la médiane à partir du 
sommet. 

On montrera à titre d'exercice que le poids total P d'un 
triangle est la résultante de trois poids égaux à -jP appliqués 
aux trois sommets. 

Trapèze. — Soit ABCD un trapèze (Jig> 1 1 Oî son centre 




de gravité se trouve sur la droite EF qui joint les milieux de 
ses bases parallèles, cette droite étant un diamètre pour les 
droites parallèles aux bases AB et CD. 

Traçons la diagonale AD, les deux triangles ACD et ABD 
ont leurs centres de gravité en gt et g2 sur les médianes AF 
et DE. Le centre de gravité G est donc au point de rencontre 
des droites gig2 et EF. Aux points gi et g2 sont appliquées 
des forces proportionnelles aux aires des triangles ACD et ABD, 
et par suite à leurs bases CD et AB, puisqu'ils ont même 
hauteur. 

Le point G est donc déterminé sur la droite gig2 par le 

rapport j 

>iG^ AB 

^20 CD' 
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Désignons par x et y les distances de G à AB et à CD et 
leur somme x-j-jK par h et appliquons le théorème des 
moments par rapport à deux plans passant par AB et par CD 
et perpendiculaires au plan du trapèze ; on a, en appelant b 
et B les bases, 

(B-+-6)r = 2B^4- b^' 



d'où 



(B-^b)y= Bj-^2^.| 



X 2 B H- /> 


2 


y " B-{-ib " 


h b 

1 



Ce qui montre que, si Ton porte à gauche de A une lon- 
gueur AM = B et à droite de D une longueur DN = 6, la 
droite MN passe par le point G. 

Quadrilatère, -r Soit ABCD un quadrilatère {fig- 112); 
la diagonale BD détermine deux triangles dont les centres 
de gravité g^ , g^ sont sur les médianes AI 
et CI aux |- à partir des sommets. Les poids 
appliqués en ^^ et g^ sont proportionnels 
aux aires de ces triangles et, comme ils ont 
même base, ces poids sont proportionnels 
à AE et CE. Le centre de gravité G est 
défini par le rapport 



^2 G 



CE 
ÂË 




Il suffit donc de prendre CF= AE et 
de joindre IF pour avoir le point G. Il suffit même de remar- 
quer que G est au tiers de IF pour avoir une construction 
plus simple. 

Polygone. — Il faut décomposer le polygone en triangles. 
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appliquer au centre de gravité- de chaque triangle une force 
de direction constante proportionnelle à l'aire du triangle et 
cherche^ le centre de ces forces parallèles. 

113. Centre de gravité des volumes. 

Nqus considérerons encore des volumes homogènes, 
c'est-à-dire tels que la masse d'une portion quelconque du 
volume soit proportionnelle à son étendue. . • • 

Parallélépipède.. — Le centre de gravita est au centre du 

parallélépipède xjui est un centre de symétrie. ' 

* 

Sphère. — Le centre de gravité est au centre de la sphère. • 

Prisme triangulaire. — Le prisme triangulaire a quatre 
plans diamétraux, à l'intersection desquels se trouve son 
centre de gravité : i° le plan de la section moyenne passant 

par les milieux a, è, c des arêtes, qui est un 
plan diamétral pour toute droite parallèle aux 
arêtes; 2® les trois plans qui^passent par une* 
arête et par la médiane correspondante du 
triangle de base^ AA'MM' est l'un deux 
{fig* iï3), il est plan diamétral pour toutes 
les droites parallèles à BC. 

Le centre -de gravité G est doïic sur l'inter- 
section de deux de ces plans, c'est-à-dire sur 
la ligne g g' qui joint les centres de gravité des 
bases ; comme il est dans le plan abc^ on voit 
le* centre de gravité d'un prisme triangulaire est au 
milieu de là droite qui joint les centres de gravité des deux 
bases; il coïncide avec le centre de grajvité de la section 

moyenne. 

♦ . 

*Prisme polygonal* — On décompose le prisme en prismes 
triangulaires au moyen de plans menés par ses arêtes latérales ; 



Fig. ii3. 




que 
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les centres de gravité de ces prismes coïncident avec les 
centres de gravité des triangles en lesquels est décomposée 
la section moyenne et, par conséquent, le centre de gravité 
du prisme polygonal coïncide avec le centre de gravité de sa 
section médiane. 

Tétraèdre. — Tout plan qui passe par une arête et le milieu 
de Farête opposée est un plan diamétral relativement aux 
cordes parallèles à cette dernière arête et renferme le centre 
de gravité ; le tétraèdre comporte autant de plans diamétraux 
de cette espèce que d'arêtes, c'est-à-dire six. 

Soient ABE et ADF deu?: de ces plans ; ils se coupent 
suivant la droite Ag", g étant le centre de gravité de la 
face BDC. Dans le troisième plan BCH, la droite FH coupe Kg 
au centre de gravité G {fig- 1 14)« 

Menons HA parallèle à G^; h est le milieu de ^D; les 
points h et g partagent donc la droite FD 
en trois parties égales. Il en résulte que G^ 
est la moitié de HA, qui est lui-même la 
moitié de Ag ; donc le centre de gravité 
d'un tétraèdre est situé au quart, à partir 
d'une face, de la droite qui joint le centre 
de gravité de cette fece au sommet opposé. 

Le point. G étant le milieu de FH, le 
centre de gravité d'un tétraèdre est au 
milieu de l'une des droites qui joint les milieux de deux 
arêtes opposées. 

Il résulte encore du premier énoncé que le centre dé gra- 
vité du tétraèdre coïncide avec le centre de gravité du triangle, 
suivant lequel il est coupé par un plan mené parallèlement à 
une face et à une distance égale au quart delà hauteur corres- 
pondant à cette face prise pour base. 

Enfin on peut remarquer que le poids P d'un tétraèdre est 
la somme de quatre poids égaux à |P appliqués aux quatre 
sommets. ♦ 
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Pyramide. — On décompose la pyramide en tétraèdres 
au moyen de plans menés par ses arêtes latérales ; le centre 
de gravité de la pyramide coïncide avec celui du polygone 
suivant lequel elle est coupée par un plan mené parallèle- 
ment à sa base et à une distance égale au quart de la hauteur 
de la pyramide ; le centre de gravité est donc au quart, à 
partir de la base, de la droite qui joint le sommet au centre 
de gravité du polygone de base. 



E. — ÉQUILIBRE DES CORPS NON LIBRES. 
MACHINES SIMPLES. 

114. Méthode. — La méthode générale que nous em- 
ploierons consiste à regarderies corps comme libres, en intro- 
duisant comme inconnues auxiliaires les réactions provenant 
des liaisons qui leur sont imposées, réactions que l'on nomme 
forces de liaison. 

115. Corps ayant un point fixé. — Imaginons un solide 
ayant un point O fixe, autour duquel il peut tourner libre- 
ment. Désignons par F|, F^, . .., F« les forces qui agissent 
sur ce solide. Un tel corps est ce qu'on peut appeler les^ier 
dans le sens le plus général du mot. Nous cherchons donc les 
conditions d'équilibre d'un levier. 

Le corps solide exerce sur le point fixe une pression R 
{fig» 1 15); en vertu du principe de l'égalité dfe l'action et de 
la réaction, le point fixe exerce sur le corps une réaction Q 
égale et directement opposée à R, de sorte que le corps solide 
peut être considéré comme libre sous l'action des forces Fi, 
F2, .. ., F;i, Q. Si le corps est en équilibre, c'est- que les n 
premières forces ont une résultante unique, égale et directe- 
ment opposée à Q; la condition d'équilibre, es t. donc que les 
forces données aient une résultante unique passant par le 
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point fixe. Cette Condition est suffisante, car, si l'on remplace 
les forces appliquées au corps par cette résultante, celle-ci est 
détruite par la résistance du point fixe, qui développe une 
réaction égale et directement opposée. Dans ce raisonnement 

Fig. ii5. 




on admet que la résultante ne dépasse pas en grandeur la 
limite de la résistance du corps dont le point fixe fait partie. 
Nous pouvons retrouver analytiquement ces résultats; 
prenons des axes rectangulaires passant par le point O ; dési- 
gnons par X, Y, Z, L, M, N, les projections de la somme géo- 
métrique et du moment résultant par rapport à l'origine des 
forces F appliquées au corps solide, et par X', Y', TJ les pro- 
jections de la réaction Q du point fixe; les conditions d'équi- 
libre seront 

(i) X-f-X'=o, Y-+-Y'=o, Zh-Z'=o, 

{2) L = o, M = o, N = o, 

car les moments de Q par rapport aux axes sont nuls. Les 
équations (2), ne contenant pas la réaction, sont les con- 
ditions nécessaires de l'équilibre; elles expriment d'ailleurs 
que les forces F appliquées au corps se réduisent à une 
force unique passant par l'origine. Les équations ( i ) montrent 
alors que la réaction (X', Y', Z') est égale et opposée à cette 
résultante (X, Y, Z), qui n'est donc autre que la pression 
sur le point fixe. 

Prenons le cas particulier d'un levier soumis à deux forces 
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seulement Fj , Fa ; pour qu'il y ait équilibre, il faut et il suffit 
que ces forces soient tenues en équilibre par la réaction du 
.point O. Les forces F^, Fa, et cette réaction devant se faire 
équilibre, il faut que F^, Fa soient dans un même plan 
avec O et que la somme des mroments des forces F<,. Fo p.ar 
rapport à O soit nulle; c'est la condition élémentaire de 
l'équilibre du levier que nous étudions plus loin. 

116. Corps *ayant un axe fixe. — Soient F« , Fa, . . ., F« 

les forces qui agissent sur un corps solide mobile* autour d'un 
axe fixe O^; celui-ci exercera sur les divers points de l'axe 
des pressions P', F', P"' . . ., et l'axe exercera à son tour des 
réactions Q', Q", Q'", .... Le^ corps pourra être considéré 
comme libre, sous l'action des forces F^, Fa, ..., F^^, Q'* 

Q", Pour qu'il y ait équilibre, il faut, en particulier, 

que la somme des moments de toutes ces forces, par rapport 
à l'axe fixe, soit nulle. Et comme les moments des réactions Q',^ 
Q", . . . sont nuls, il faut que l'on ait . 

N = o. 

4 

C'est une condition nécessaire de l'équilibré. Elle est suffi- 
sante; en effet, si elle est remplie, les forces se réduisent à 
une résultante OR^ qui est détruite par la résistance de l'axe 
et à un couple dont l'axe OG est perpendiculaire à O2, 
. puisque N est nul. On peut faiffe tourner ce couple dans son 
plan, de façon que son bras de levier coïncide avec l'axe; 
alors les forces <pcp' qui le constituent, étant appliquées en 
des points d^ l'axe, sont détruites par sa résistance; le corps 
est donc bien en équilibre. Nous examinerons en détail, à 
propos du treuil, le cas où le corps est sollicité par 'deux 
forces» 

Calculons maintenant les réactions de l'axe. On peut tou- 
jours admettre que la fixité de l'axe a été obtenue en fixant 
deux de ses points, O, O'. Ces points exerceront sur le 
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solide des réactions Q', Q". Prenons le point O pour ori- 
gine. Désignons par X, Y, Z, L, M, N les mêmes éléments 
que précédemment, et par X', Y', Z', X'', Y", 7/ les pro- 
jections des réactions Q', Q". Soit h la distance OCK. Nous 
aurons les conditions d'équilibre (Jlg- 1 16) 

X-hX'-hX'=o, Y + Y'-4-T'=o, Z-hrH-Z''=o; 
L — ^¥'=0, M + AX''=o, N = o. 

La dernière de ces équations est indépendante des réac- 
tions : c'est la condition nécessaire et suffisante de l'équi- 

Fig. ii6. 
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libre. L'es deux équations précédentes donnent X" et Y". 
Portant alors dans les "deux premières, on calcule X' et Y'; 
mais Z' et Z'' ne sont assujetties qu'à la condition unique 

Z-f-Z'-4-Z''=o. 

et il est impossible de calculer complèteipent les réactions 
par les considérations développées précédemment. 

Au point de vue physique, les réactions de l'axe sont cepen- 
dant bien déterminées ; mais les solides naturels ne possèdent 
pas les propriétés que l'on suppose aux corps solides en 
Mécanique rationnelle : ils sont déformables et leur défor- 
mation mçt en jeu des forces élastiques; en tenant compte 
de ces forces, on peut calculer approximativement les 
réactions. 

AC. i5 



at26 COURS DE MÉCANIQUE. 

117. Corps s'appuyant sur un plan fixe» 

I® Cas d'un seul point d'appui. — Considérons d'abord le 
cos où le corps ne s'appuie que par un point sur le plan fixe ; 
le plan exerce sur le corps une réaction normale, si nous 
supposons que le corps peut glisser sans frottement. Le corps 
peut être considéré comme libre, mais soumis aux forces F|, 
F2, ..., F«, qui agissent directement sur lui, et à cette 
réaction Q. Pour que le corps soit en équilibre, il faut que 
les forces F aient une résultante unique égale et directement 
opposée à Q(Jig' 117)7 c'est-à-dire que les forces données 




aient une résultante passant par le point d'appui, normale au 
plan et dirigée de façon à appliquer le corps sur le plan. Ces 
conditions sont évidemment suffisantes, car, lorsqu'elles sont 
remplies, la résultante ne peut déterminer aucun glissement 
et est détruite par la fixité du plan qui développe une réaction 
égale et opposée à Q. Il serait aisé de retrouver analytique- 
ment ces résultats. 

2^ Cas de plusieurs points d'appui en ligne droite. — 
Admettons que le corps s'appuie sur le plan fixe ûs Oy par des 
points A|, A2, . . ., A^ de la droite Ox. En tous ces points, 
le plan exerce des réactions normales Qi, Q2, . . ., Qp, toutes 
dirigées dans le même sens (Jiff- 118). Ces forcés ont une 
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résultante Q normale au plan, dirigée dans le même sens, et 
dont le point d'application tombe sur Ox entre les points 
extrêmes A|, A^,. 

Pour que l'équilibre ait lieu, il faut que les forces données 
fassent équilibre aux réactions du plan, c'est-à-dire qu'elles 
aient une résultante unique, normale au plan, dirigée de 
façon à appliquer le corps sur le plan, et dont le prolonge* 

Fig. 118. 
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ment rencontre O^ en un point situé entre A| et Aj^. Ces 
conditions nécessaires sont suffisantes, car cette résultante 
peut alors être décomposée en deux autres j normales au plan 
et appliquées en deux points d'appui; ces forces seront 
détruites par la résistance du plan. 

Pour exprimer analytiquement ces conditions, nous pren- 
drons pour axe des x la droite Oj?, l'axe des z normal au 
plan et situé du même côté que le corps par rapport à ce 
plan. Toutes les réactions Q<, Q2, ..., Q^ sont alors posi- 
tives ou nulles. Les équations d'équilibre sont 

X:^o, Y = o, Z-+-Qi-i-Qi-h...-hQp = o; 
L = o, M — «iQi — ajQj... — apQ^=o. . N = o, 

en désignant par ai, aa, . . ., (Zp les abscisses des points 
d'appui. Quatre de ces équations X = o, Y = o, L = o, 
N = o, qui sont indépendantes des réactions, expriment des 
conditions nécessaires d'équilibre; elles montrent que les 
forces données doivent avoir une résultante unique normale 
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• 

au plan des icy et rencontrant l'axe des x, La troisième équa- 
tion nous montre que Z doit être négatif, c'est-à-dire que la 
résultante doit être dirigée de façon à appliquer le corps sur 
le plan. Soit x l'abscisse du point où la résultante ren- 
contre Ox^ Son moment par rapport à Oy sera M = — ^ ;rZ; 
on devra donc avoir 

ipZ -h ai Qi M- aj Qj -f- . . . H- a^ Q^ = o, 
d'où l'on tire, en remplaçant Z par sa valeur, 



X = 



AiQi-t-«jQî 



<^P^i 



Qi^-Qï-f- 



et cette quantité est, comme on sait, comprise- entre les deux 
valeurs extrêmes a^ et a^,, car les quantités Q^, Q2, . . ., Q/, 
sont positives; le prolongement de la résultante renoontre 
donc Ox entre les points d'appui extrêmes. 

Les réaction§ du plan doivent maintenant vérifier les deux 
équations 

Z -H Q|+ Qi-f-...-!- Qp=:0. 

M -r- «1 Qi — «j Qî — . . . — ap Qp =«= o. 

f • 

S'il n'y a que deux points d'appui, elles donnent les deux 
réactions. S'il y a plus de deux points d'appui, les réactions 
ne sont pas déterminées par ces deux relations* On les déter- 
minerait en introduisant des considérations d'élasticité. 

3® Cas génôraL — Supposons que le corps solide repose 
sur le plan fixe par une série de points A^, A2, . . .,'A^ non 
en. ligne droite. Le plan exerce des réactions normales Q,, 
Q2, ..., Q;?, qui ont une résiiltante unique Q, car elles sont 
toutes dirigées dans le même sens et, d'après ce que Ton* a vu 
sur la composition des forces parallèles, le point où cette 
résultante perce le plan est situé à l'intérieur de tout poly- 
gone convexe qui renferme tous les points d'appui ; en par- 
ticulier, il est à l'intérieur du polygone de sustentation^ 
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polygone convexe dont- les sommets sont des points d'appui 
et qui renferme tous les autres points d'appui dans son inté- 
rieur. Pour qu'il y ait équilibre, il faut que les forces données 
fassent équilibre à la résultante Q ; il faut donc que les forces F 
aient une résultante unique normale au.plan, dirigée de façon 
à appliquer le corps sur le plan et qui le traverse à l'intérieur 
du polygone de sustentation. Ces conditions sont suffisantes, 
•car,^ dans ces hypothèses, on pourra toujours décomposer 
. cette résultante en trois forces normales au plan et appli- 
quées à trois des points d'appui, forces qui seront détruites 
par la résistance du plan* 

Prenons, comme plus* haut, le plan fixe pour. plan des xy*^ 
le corps pouvant être considéré comme libre, mais soumis à 
l'action des forces F<, F2, . . ., F^, Q^, Q2, .. ., Q/>, les condi- 
tions d'équilibre seront, en désignant par ai, 6| , a^^ b^] . . - 
les coordonnées des points d'appui, 

(0 



(2) 



Les équations (i), étant indépendantes dès réactions, ex- 
priment une condition nécessaire d'équilibre : c'est que les 
forces données aient une résultante unique normale au plan; 
en effet, la quantité LX + MY -|- NZ est nulle, et l'on ne 
ne peut avoir Z=:;o, sans qux)i toutes les réactions seraient 
nulles, puisqu'elles ne peuvent être que positives ou nulles. 
Dans ce ca§ particulier, où toutes les réactions seraient nulles, 
Z, L et M seraient nuls, il y aurait équilibre entre les forces 
directement appliquées. En écartant ce cas d'équilibre évi- 
dent, on voit que les forces F^^ ..., F« doivent avoir une 
résultante normale au plan; il faut, en outre, que Z soit né- 
gatif, comme il résulte de la première des équations (2), et 
que la résultante unique perce le plan des ûcy à l'intérieur du 
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polygone de susientlaition, condition que l'on déduirait des 
deux dernières équations (2)- S'il n'y a que trois points 
d'appui, non en ligne droite, les équations (2) permettent de 
déterminer les trois réactions. S'il y en a plus, il faut tenir 
compte de l'élasticité des corps. 

118. Machines simples. — Les machines simples sont 
constituées par un corps solide non libre, ayaht un point 
fixe ou un axe fixe. Ces machines sont destinées à transformer 
l'action des forces; elles servent à équilibrer, au moyen de 
forces nommées puissances, d'autres forces nommées résis- 
tances. 

Le premier type de machine simple est le levier formé par 
un corps solide mobile autour d'un point fixe. 

Le second type de machine simple est le treuil constitué 
par un solide qui tourne autour d'un axe fixe. 

Les balances, les poulies et les moufles sont des machines 
constituées par des solides articulés les uns aux autres par des 
points ou des axes. Quoique ce ne soient plus à proprement 
parler des machines simples, nous donnerons leur théorie qui 
découle immédiatement de celle des *deux machines simples. 

119. Levier. — Soit une barre AB ayant un point 
fixe O {Jig* 119); en B est appliquée une résistance Q et 

Fig. 119. 




en A une puissance P ; négligeons le poids de la barre et cher- 
chons la condition pour que ces deux forces se fassent équi- 
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libre ; il faut et il suffît qu'elles aient une résultante unique 
et qui passe par le point fixe; pour cela il faut et il suffit : 

1° Que la puissance et la résistance soient dans un même 
plan contenant le point d'appui. 

2® Que la somme des moments des composantes par 
rapport au point fixe soit nulle, ce qui donne l'égalité 

P X 0/> = Q X Oy. 

Op etOq sont les bras du levier; la puissance et la résis- 
tance doivent être inversement proportionnelles aux bras du 
levier^ 

Il existe trois genres de leviers : 

Premier genre, — Le point d'appui O {fig* 1 20* ) est com- 
pris entre les points A. et B d'application de la puissance et 
de la résistance ; la pince des tailleurs de pierre, le gouvernail 
des bateaux en sont des exemples ; les ciseaux sont des leviers 
doubles du premier genre, ainsi que les tenailles. 

Deuxième genre, — Le point d'application Bde la résis- 
tance est placé entre le point d'appui O et le point d'applica- 

Fig. 120. 
B« ? >A (1) 



? ■ A (2) 



• ^ «B (3) 



tion A de la puissance {fig» 120^); la brouette est le tjpe de 
ce genre de levier. 

Troisième genre. — Le point d'application A de la puis- 
sance est placé entre le point d'appui O et le point d'applica- 
tion B de la résistance ; c'est le cas de la pédale du rémou- 



292 COOKS DE liECAMQUE. 

lear{^g. 120*); les pincettes sont formées d'un levier double 
de troisième genre. 

Dans les deux premiers genres, la résistance est dans la 
pratique plus grande que la puissance; dans le troisième elle 
est toujours plus petite. 

Dans la pratique, le point fixe est remplacé par une petite 
surface ou par un axe fixe; la théorie se rapproche alors de 
celte du treuil et les conditions d'équilibre se simplifient; 
il n'est, en, effet, alors pas nécessaire que la puissance et la 
résislance soient exactement dans un même plan avec le 
point d'appui; il suffitde passer en revue les divers exemples 
qu'on donne le plus souvent des leviers des trois genres pour 
reconnaître l'exactitude de,cette remarque. 

120. Treuil. — Quand un solide mobile autour d'un axe 
fixe est sollicité par deux forces, il faut et il suffit, pour qu'il 

Pîg. n.. 



j ait équilibre, que la somme algébrique des moments des 
deux forces par rapport à l'axe soit nulle : il suffit donc de 
projeter les deux forces sur un<plan perpendiculaire à l'axe 
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et d'écrire que la somme des moments des deux projections 
par rapport au pied de l'axe* est nulle. Le treuil est un corps 
solide assujetti à tourner autour d'un axe fixe, permettant de 
transformer un mouvement circulaire en un mouvement rec- 
tiligne. 

Il se compose d'un cylindre en bois ou en métal, Varbre 
du treuil (Jig. 121), terminé à ses extrémités par des tou- 
rillons reposant sur deux supports ou coussinets. Sur ce 
cylindre est enroulée une corde fixée par une de ses extré- 
mités au cylindre même et soutenant par l'autre bout le 
fardeau Q à élever; nous supjposerons l'axe de rotation Kori- 
contai.. Ce cylindre porte une roue d'un plus grand diamètre 
à laquelle est appliquée tangentiellement la puissance P. 

La condition d'équilibre est que la somme algébrique des 
moments des forces qui agissent sur le tour ou treuil, par 

Fig, 122. 




rapport à son axe, soit nulle (Jig- 122). Si donc on appelle r 
le rayon du cylindre et R le rayon de la roue, on doit avoir 

PR = Qr. 

La puissance est à la résistance comme le rayon du cylindre 
est au rayon de la roue. 

On peut agir sur la grande roue au moyen d'une corde ; on 
peut la remplacer par une manivelle, ou par une ou plusieurs 
barres traversant le cylindre normalement. 
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Dans le treuil des carriers {fig. i a3) la grande roue porte 
des chevilles sur lesquelles un homme se déplace; en passant 
d'une cheville à celle qui est au-dessus, le bras de levier de la 
puissance augmente. Il arrivera un instant où le mouvement 
de la puissance l'emportera sur celui de la résistance, le far- 
deau s'élèvera ; mais l'homme devra alors passer sur la che- 

Fig. ia3. 



ville suivante de façon à conserver une position^ immobile 
dans l'espace'; sans quoi, entraîné parla roue, il reviendrait à 
une position telle que, le moment de la puissance étant égal à 
celui de la résistance, le fardeau cesserait de s'élever. 

Le cabestan est un treuil à axe vertical manœuvré par des 
barres fixes horizontales; iajlg. 124 suffit à en faire com- 
prendre la disposition. La seule difTérence vient de ce que la 



corde n'est pas fixée à l'arLre du treuil, elle fait seulement 
quelques tours sur le cylindre et le brin libre est tiré par un 



homme ; l'expérience montre que la traction ainsi exercée et 
l'enroulement de la corde déterminent une adhérence suffi- 
sante pour s'opposer à tout glissement. 

121, Bemarque sur les systèmes dèformables. — Les 
machines que nous allons examiner maintenant sont formées 
pour la plupart de plusieurs solides articulés les uns aux 
autres par des points ou des axes, ou reliés par des cordes : 
ces machines forment donc des systèmes matériels défor- 
mahles. Pour qu'un système de ce genre soit en équilibre 
dans une certaine position, il faut que les forces extérieures 
qui lui sont appliquées remplissent les six conditions d'équi- 
libre d'un système de forces appbquées à un corps solide. En 
êfTet, si ce système déformable est en équilibre sous l'action 
de certaines forces, il restera, a fortiori, en équilibre si on 
le solidifie, c'est-à-dire si on lie invariablement entre eux les 
corps qui le constituent de façon à former un seul corps 
solide. Dès lors, les forces appliquées au système doivent 
vérifier les conditions d'équilibre d'un système de forces 
appliquées à un solide. 
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122. Balance. — " La balance se compose d'un levier hori- 
zontal ovi fléau ^ ayant un a-xe fixe en son milieu {fig* i^S); 
un prisme triangulaire O appelé couteau est implanté per- 
pendiculairement au fléau, et repose par son arête inférieure 
sur un plan poli et dur; c'est cette arête qui constitue l'axé 

Fig. 125. 




de rotation. Il y a de même aux extrémités A et By deux 
•petits prismes placés en sens inverse du précédent et sur. les 
arêtes desquels s'appuient les pièces, crochets ou plans a, p, 
auxquelles sont fixés les plateaux de la balance. Une ai- 
guille a reliée au fléau se déplace devant une graduation et 
se trouve au zéro quand le fléau est horizontal. 

Projetons sur un plan perpendiculaire à l'axe du couteau 
et appelons points de suspension du fléau et du plateau les 
projections des points ou arêtes de suspension sur ce plan. 

Supposons les points de suspension en. ligne droite. Si ïe 
centre de gravité du fléau. était exactement au point de sus- 
pension, il serait en équilibre indifi'érent; pour lui donûer 
un équilibre stable, il faut que son centre de gravité soit 
au-dessous du point d'appui. 

Il est facile, dès lors, de calculer l'angle dont s'inclinera 
le fléau sous une surcharge déterminée^ 



MÉCANIQUE. 237 

La balance étant en équilibre, les plateaux se placent de 
façon que leurs centres de gravité respectifs viennent dans la 
verticale de leurs points de suspension. 

Soient P les poids égaiMt appliqués aux extrémités du fléau 
et qui comprennent le poids du plateau et des corps qui y sont 
placés, w le poids du fléau appliqué en son centre de gra- 
vité G. Désignons par / la longueur commune OA = OB 
des braâ de levier d\\ fléau supposés égaux, et par d la dis-- 

Fig. 126. 
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tance OG; ajoutons une surcharge /? à droite : le fléau s'iil- 
clinera d'un aixgle 6 (Jiff- 1 26) et nous aurons, en appliquant 
le théorème des moments par rapport à l'arête du couteau 



P/cos6 -hwdsin^ = (P -^p) /cos6, 



d'où l'o^ tire 

(I) 



lang6 = 



pi 

md 



On voit que la sensibilité de la bafance, c'est-à-dire l'angle 
dont elle s'inclinera pour une surcharge égale à i^^y par 
exemple, sera, toutes choses égales d'ailleurs : 

, I® Proportionnelle à /, et en raison inverse de rzr; mais 
il ne faut pas oublier- que ns est fonction de / et c'est au 
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constructeur à voir s^il n'y a pas avantage, pour d'autres 
raisons, à construire des balances à courts fléaux ; 

2** En raison inverse de d; 

3^ Indépendante de la charge 2 P. 

La formule montre que, toutes les fois que l'angle est 
assez petit pour qu'on puisse confondre la tangente avec l'arc, 
l'angle dont s'inclinera la balance sera proportionnel à la 
surcharge quand cette dernière sera fort petite. 

La position d'équilibre est stable, car si le fléau fait un 
angle 0| inférieur à celui qui convient à l'équilibre, le mo- 
ment />/cos&i est supérieur au moment me/ sinO|, la force p 
fait tourner le fléau vers la position d'équilibre, et inverse- 
ment si cette position a été dépassée, l'angle Oa étant plus 
grand que 0, c'est le moment md sinOa qui est le plus grand et 
la force cr ramène le fléau à la position d'équilibre. 

Supposons les trois points AOB non en ligne droite. Dési- 

Fig. 127. 
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gnons par / et l' les longueurs OB et OA et appelons'^ et ç' 
les angles que font ces droites avec la droite OG. 

Soit l'angle d'inclinaison de la balance pour une sur- 
charge déterminée p (Jiff- 127), nous aurons, en appliquant 
comme ci-dessus le théorème des moments, 

(P4-/>)/sin(cp — O) = P'/'sin((ï)'-+-0)-+-Tïjrfsine, 
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d'où nous lirons 



tango - (p _j_^^ ^ ^^^^ _^ P'/'cos<p'-+- wrf' 

Si, pour simplifier, nous supposons 1= C^ o = (p'^ P = P'^ 
nous obtenons la formule 

(P -H/>) / sin (<p — 6) = P/ sin(<p -H 6) -4- wû?sine, 

d'où nous tirons 

/ X /» p/ sin 9 

(2) tange = ^-î5 ^— ï — ^^^ :i 

° (aP-h/?) /coscp -f-wa 

si l'on y fait (p = -; on retrouve la formule (i). Cette formule 

montre que la sensibilité n'est pas indépendante de la charge 
totale. 

123. Méthodes de pesée. — Une balance est dite juste 
quand son fléau reste en équilibre à la position zéro si on 
charge ses plateaux de poids égaux; la balance est soumise 
alors à l'action de trois forces, les deux poids P égaux et son 
poids ny; à l'équilibre, cette dernière force est appliquée au 
point G qui doit venir se placer dans le plan vertical passant 
par le point O. On doit donc avoir comme condition d'équi- 
libre, en appelant / et /' les bras de levier du fléau, 

P/ = P/', 
c'est-à-dire 

l = l\ 

Pour qu'une balance soit juste, il faut et il suffit que ses 
deux bras de levier soient égaux. 

On ne peut admettre que cette condition est remplie que 
s'il s'agit de pesées commerciales; mais s'il s'agit de [pesées 
faites dans le laboratoire de recherches scientifiques, s'il faut 
par exemple peser i''^ avec une approximation de i™6^ l'erreur 
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relative admise est de — r > et il est évident que le construc- 

10* ^ 

teur ne peut pas répondre que l'égalité des bras de levier ne 
comportera pas une erreur relative plus grande. 

On ne peut donc admettre que la condition de justesse soit 
remplie. 

La méthode de double pesée imaginée par Borda consiste 
à placer le corps à peser dans l'un des plateaux et à l'équi- 
librer par une tare placée sur l'autre plateau ; on enlève ensuite 
le corps et on le remplace par des poids marqués dont' la 
somme fait connaître le poids cherché ; mais quand on charge 
la balance, on doit admettre que les trois points de suspen- 
sion ne restent pas en ligne droite, et alors la sensibilité varie 
avec chaque pesée ; pour éviter cet inconvénient on pèsera 
par la méthode dite à charge constante qui est une méthode 
de double pesée à sensibilité constante. 

Supposons qu'on opè^e avec une balance capable de peser 
i^^ avec une sensibilité de i"Sj on met dans l'un des plateaux 
un poids unique de i^^ et dans l'autre toute la série des poids 
divisionnaires dont la somme fait également i''^. Si la balance 
est juste, elle reste au zéro, sinon on l'y ramène par une tare 
placée du côté convenable ; on place en second lieu le corps 
du côté des poids divisionnaires et l'on enlève un certain 
nombre de ceux-ci jusqu'à ce que l'équilibre soit rétabli; la 
somme des poids enlevés représente le poids du corps par 
double pesée. Les pesées successives doivent se faire sans 
changer ni le poids de i^^, ni la tare; elles se font donc à sen- 
sibilité constante puisque (2P +/?) est une constante. 



124. Balance romaine. — La balance dite romaine se 
.compose d'un levier du premier genre assujetti à tourner 
autour d'un point fixe B {Jiff* 128). Qn suspend à l'extré- 
mité A, à l'aide d'un crochet, le fardeau à peser, on lui fait 
équilibre par un poids constant/? soutenu par un anneau que 
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Ton fait glisser le long du bras BG. Appelons / le bras AB, 
d la dislance GB du centre de gravité du levier au point B 
et Ts le poids du levier. L'équation d'équilibre est 



(0 



^l^Tsd=^px BG'. 



Appelons G le point où il faut placer le poids mobile/? 



Fig. 128. 
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pour obtenir l'équilibre quand il n'y a aucun fardeau attaché 
en A, l'équation d'équilibre se réduludans ce cas à 



(•i) 



xsd= pBC\ 



retranchons les. égalités (i) et (2), membre à membre, 



d'où 



P/=/?(BG'-BG)=/?CG', 



GG'=- P. 
P 



La distance GG' est donc proportionnelle au poids P à 
mesurer; cette remarque conduit à une méthode de gradua- 
tion; on marque zéro au point G, déterminé par une expé^ 
rience à vide, puis on suspend au crochet un poids de i^s et 
l'on marque i au point ainsi obtenu; on peut alors diviser cet 
intervalle en dix parties dont chacune correspondra à yooS' 
et prolonger cette division s'il y a lieu. 
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125. Bascule ou balance de Quintenz. — Cette balance 
se compose de trois leviers mobiles autour 'd'axes horizon- 
taux; nous pouvons, en projetant sur le plan de symétrie de 
l'appareil pris comme plan de figure,* regarder les rotations 
comme s^effectuant autour de points, comme nous l'avons 
fait déjà pour la balance (Jig» 129). Le premier levier LM 
prend son point d'appui M sur le sol ; le second HD porte un 
tablier en bois sur lequel repose le corps de poids P que l'on 
veut peser et prend son point* d'appui en K, sur le premier 
levier, par l'intermédiaire d'une courte tige rigide DK, sorte 
de couteau; le troisième AC tourne autour du point fixe O 
prenant son appui sur le sol. En C est attaché le plateau, dans 

Fig. 129. 

A 




0M 



lequel qn mettra les poids marqués Q; en A et B on soutient 
par des couteaufx deux tiges AL et BH qui sont articulées à 
charnière par le bas respectivement, en L au premier levier 
et en H au second. 

Soient G le point d'application du poids P, /jet/' les distances 
de ce point à H et à D, et représentons leur somme l -\- t 
par d\ décomposons la force P en deux composantes paral- 
lèles appliquées en H et en D, elles auront pour expression 

-j- et -^» La première est transportée en B au troisième 
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levier par l'iatermédiaire de la tige HB, la seconde est trans- 
portée en K au premier levier par le couteau DK; on peut lui 
' . substituer une force appliquée .à l'extrémité L du levier LM 

1 P(d—r) KM . 

et ayant pour valeur — -—^ x j^ et qui sera transportée 

en A au troisième levier par la tige AL. Le troisième levier 
sera ainsi soumis à l'action de trois forces, et^our qu'il y ait 
équilibre on doit avoir 

QxG0=--7-x0B-hP ï— X irrr- X OA. 



d 



ML 



ou 



(i) Q X GO = P X 



MK 
ML 



xOA 



l'i 



P 

d 



OBxML~OAxMK \ 
ML / 



La balance doit être construite de telle façon que les poids Q 
soient indépendants de la position du fardeau P sur le tablier; 
/' étant la longueur variable, on doit avoir 



OBxML — OA xMK = o 



ou 



(^) 



OB 
OA 



MK 
ML 



Les bras OA et OB du troisième levier doivent donc être 
proportionnels aux bras MK et ML du premier; l'équation (i) 

devient 

MK 
Q X GO = P X ^ OA 
^ ML 

et en tenant compte de l'équation (2) elle se réduit à 

Q X GO = P X OB. 

On prend dans la pratique CO = 10 x OB. 

L'effet produit dans cette bascule est donc le même que 
si l'on transportait, en définitive, intégralement le poids P au 
point B. 
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Celle bascule est représenlée par la ^^. i3o, qui montre les 
difTérenls organes el le châssis en bois, par l'inlermédiaire 
Fig. i3o. '. 



duquel les leviers prennent leur appui sur le sol; les poinlese 
eiy, dont l'une est solidaire du fléau et l'aulre fixée au bâti, 
permellenl de voir si l'équilibre est obtenu dans ta position 
horizontale du levier. 

126. Poulie fixe. — i" Sans frottement, — La poulie est 
un disque en mêlai ou en bois, sur la circonférence duquel 
est creusée une gorge. 

Dans la gorge de la pouhe passe une corde, un fil métal- 
lique ou une chaîne, aux extrémités desquels agissent la puis- 
sance aA et la résistance iB {Jig- i3i). 

La poulie est assujettie à tourner autour d'un axe perpen- 
diculaire à son plan passant à travers une ouverture circu- 
laire faite en son centre et nommée œil; les extrémités de 
l'aie s'appuient sur la chape de la poulie, pièce de fer dont 
les deux branches embrassent la poulie et terminée à sa partie 
supérieure par un crochet fixé à un point invariable. 

La poulie a simplement pour but de changer la direction 
d'une force sans modifier sa grandeur. 
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Soient, en effet, P et Q deux forces langentiellement appli- 
quées aux extrémités A( B| de la corde à la poulie ; pour qu'il y 
Fig. lîi. 



ait équilibre, il faut que la somme des moments de ces deux 
forces, par rapport au point O, so.il nulle {^^. iSa), ce qui 
s'écrit 

P X OA — Q X OB =o, 

puisque les forces tendent à faire tourner la poulie en sens 
inverse; mais 

■ OA = OB, 
donc 

P = Q. 

Si l'on néglige le poids de la poulie, la pression totale 

Fie- .3î. 




supportée par l'axe est égale à la résultante des deux forces P 
et Q. ■ 

Transportons cies deux forces en I, leur point de rencontre, 
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et transportons leur résultante R en O sur Taxe ; on voit immé- 
dîalepientsurlayi^. i32 que 

R = 2P cosa, 

— > 

en appelant 2 a Pangle des cordeà. 
Cette pression totale est maximum, 

R = 2P 

et égale au double de la résistance, si les cordes sont paral- 
lèles ; elle est d'autant plus faible que 
*^* ' la direction de la force est moins mo- 

^ diiîée. 

Supposons les forces P et Q verticales ; 
leur résultante verticale aP est appliquée 
au centre de la poulie {/ig^ i33) dont 
nous figurons Taxe fixe avec un rayon 
inférieur à celui de l'œil. Là réaction de 
l'axe fixe contre la surface de l'œil est. 
une force égale et de signe contraire à la 
pression totale;. s'il n'y a pas frottement, 
cette réaction est normale à la surface de l'œil et passe par le 
centre : le contact, entre l'axe et l'œil, a donc lieu en a sur 
la verticale du centre de l'axe. Le centre de l'œil est sur cette 
même verticale et par suite il est fixe. 

2® Avec frottement. — Nous nous bornerons au cas où P 
et Q sont verticales. Appelons cp l'angle de frottement de l'œil 
sur l'axe et, en supposant la résistance Q donnée, cherchons 
quelle est la valeur limite P qu'il faut donner à la puissance 
pour que la poulie soit sur le point de tourner; à ce moment 
la réaction R des surfaces qui frottent fait avec la normale 
commune un angle égal à l'angle o de frottement ; elle n'est 
plus normale à la surface de l'œil; mais, comme elle doit 
toujours être verticale pour équilibrer les deux forces P et Q, 




pt 



Y2P 
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• 

le point de contact a ne reste pas sur la verticale du point O, 
il se transporte dans le sens du mouvement de la poulie, en 6, 
où la réaction R fait avec la normale bn à la surface de l'œil 
un angle cp en sens contraire du mouvement qui tend à se 
produire {fig- i34). 

Le centre de l'œil reste fixe et la résultante des forces P 
et Q doit passer par le point t/, où la réaction R coupe la 
droite AB. 

Pour qu'il y ait équilibre, il faut que la résultante des 

Fig. i34. 
R 




forces P et Q passe par le point rf, c'est-à-dire que la somme 

des moments des forces P et Q par rapport à ce point d 

soit nulle. Appelons r le rayon de l'œil et R celui de la 

poulie; on a 

Od = r sin^ 
et par suite 

P(R — rsincp) = Q(R -h rsincp), 
ce qui s'écrit 



(1) 



P = Q 



I -+- ^ sin© 
R 



I - ^ sincp 



R 



telle est la limite que doit légèrement dépasser P pour que le 
système entre en mouvement; on voit que cette limite P de 
la puissance doit être supérieure à la résistance; la diffé- 



M^ 
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rence est 


• 




2r . 
— sin<p 



!• — p sincp 

Pour la diminuer, il faut : 

V® Diminuer le rapport ^y c'est-à-dire construire une 

poulie de grand rayon, en Tévidant, au besoin, pour dimi- 
nuer son poids et la faire tourner sur un axe 'de faible 
rayon. 

2® Diminuer cp, ce à quoi l'on arrive en lubrifiant à l'aide 
de corps gras les surfaces de l'axe et de l'œil qui sont en 
contact. 

Pour qu'il y ait équilibre quand P est supposé supérieur 
ou égal à Q il faut et il suffit que P soit inférieur ou égal à 
la limite (i). Si l'.on supposait P inférieur à Q, la poulie ten- 
drait à tourner dans l'autre sens, mais elle resterait en équi- 
libre, tant que Q ne dépasserait pas une certaine limite 



(2) 



r 
R 



I -H :;^ sincp 



R 



Il y a donc équilibre entre ces deux limites et les conditions 
d'équilibre sont en définitive exprimées par des inégalités. 



127, Poulie mobile. — La poulie repose par sa gorge 
sur une corde, dont une extrémité est liée à un point fixe A,* 
l'autre, B, étant tirée par une force P, la puissance {Jig» i35). 
Le fardeau, qui constitue la résistance, est attaché à la chape 
et peut être figuré par une force Q appliquée au centre de 
la poulie. 

La réaction du point fixe A sur la corde est une tension T 
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dirigée suivant A) A {fig- i36); l'équilibre doit donc avoir 
lieu entre ces trois forces P, T et R que l'on peut supposer 

Fig. -35. 




appliquées en A, B et O; il faut pour cela qu'elles soient 
dans un même plan, qu'elles concourent en un même point et 




s'y fassent équilibre. La résistance Q doit donc être dans le 
plan de la poulie ; les forcée P et T doivent se rencontrer en 
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un point M sur OQ ; elles font donc des angles égaux avec 

cette droite et, comme leur résultante doit être égale et 

opposée à Q, qui est dirigée suivant la bissectrice de 

l'angle BMA, il en résulte que l'on doit avoir P = T-; la tension 

est donc la même tout le long de la corde. 

. Si l'on appelle 2 a l'angle des cordes, on a donc, comme 

dans le calcul de la pression totale sur l'axe de la poulie 

fixe, 

Q = 2 P cos a 

ou 

«• Q 



2 COS a 



Quand on tire sur la corde B, la poulie s'élève, a augmente, 
la puissance augmente également, et il faudrait une puis- 
sance théoriquement infinie pour amener la poulie à reposer 
sur vme corde tendue horizontalement. On doit donc 'chercher 
à s'éloigner, autant que possible, de ce cas limite si désavan- 
tageux; si, au contraire, les cordes sont parallèles et verti- 
cales, on a 

2 
la puissance est moitié du fardeau à soulever. 

128. Combinaison de poulies. — On peut combiner des 
poulies fixes et des poulies mobiles; on. obtient ainsi des 
appareils qui peuvent élever de très lourds fardeaux : 

I® Première combinaison. — Le fardeau est attaché à une 
première poulie mobile A, dont la corde est fixée par un bout 
à un point fixe a et par l'autre bout à la chape d'une deuxième 
poulie mobile B ^fig- 137) qui est à son tour embrassée par 
une corde dont une extrémité b est fixe, tandis que l'autre est 
attachée à la chape d'une troisième poulie mobile G, et ainsi 
de suite jusqu'à ce qu'enfin la corde d'une dernière poulie 
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mobile vienoe passer sur une poulie fixe de renvoi servant 
à transmettre Teffort dans la direction de la puissance P. 

Fig. 187. 




D'après la théorie de la poulie, la tension de chaque cordon 
qui soutient A est 

or cette tension joue le rôle de résistance pour la poulie 
suivante et par suite la tension des cordons de la deuxième 
poulie est 

T =Ii = 5 = ^ 

* 2 4 a* 
et ainsi de suite ; la tension du /i**™« cordon étant la puissance P, 



on aura 



2« 
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Si donc n est le nombre des poulies, le rapport de la résis- 
tance à la puissance est a". 

2° Moufles. — Les moufles sont formées de deux s;)rstèmes 

de poulies réunies en nombre égal dans une. même chape; 

l'une des cbapes est fixe et l'ensemble de ses poulies constitue 

la moufle fixe, l'autre est mobile et soutient les poulies qui . 

Fi g. i38. 



forment la moufle mobile, La résistance est attachée à la 
moufle mobile; la corde unique,. attachée au bas de la chape 
fixe, s'enroule ensuite alternativement sur une poulie de la 
moufle mobile et sur une poulie de la moufle fixe pour se 
terminer par le garant, où est attachée la puissance P 
(fig. i38). ■ 

Comme il n'j a qu'un cordon, la tension est la même sur 
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tous les courants et égale à P ; l'une quelconque des poulies 
est donc sollicîlée par deux forces parallèles et égales à P qui 
donnent une résultante sP que l'on peut supposer appliquée 
en son centre, c'est-à-dire à la chape. Si l'on appelle n le 
nombre des poulies montées sur la chape mobile, le nombre 
des cordons est 2 n et ta chape mobile sera sollicitée par une 
force 2rtP; l'équilibre aura lieu si 

Le rapport entre la résistance et ta puissance est égal au 
double du nombre des poulies de la moufle mobile ou au 
nombre 2n des cordons qui embrassent les poulies, 

3" Palan. — Les poulies placées les unes au-dessous des 

autres forment un appareil de grande longueur; aussi pré- ■ 

Fig. .39. 



fère-t-on le plus souvent monter le.s poulies de chaque moufle, 
Gxe et mobile, sur un même axe, La_yî^. iSgfaitcomprendre 
ce dispositif dont la théorie est d'ailleurs identique à la pré- 
cédente. 
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129* Cas où ces machines sont mises en mouvement, 
les forces étant supposées en équilibre A chaque instant. 

1^ MouTement sans frottement* — Les machines que nous 
venons d'étudier sont des systèmes matériels, assujettis à 
certaines liaisons, sur lesquels on fait agir deux forces, la 
puissance V et la résistance Q, appliquées respectivement à 
deux points matériels A et B de la machine. 

En supposant qu'il n'j ait pas de frottement, nous avons 
donné les conditions nécessaires et suffisantes qui doivent, 
dans chaque position de la machine, lier P et Q pour que la 
machine soit en équilibre dans cette position. Mais, à l'excep- 
tion des balances, les machines servent rarement à l'état 
d'équilibre : on les utilise à l'état de mouvement pour 
vaincre certaines résistances. 

C'est en se plaçant à ce point de vue qu'on est conduit 
aux considérations suivantes. 

Imaginons qu'il n'j ait jpas de frottement et que la machine 
se mette en mouvement,^ ce qui arrivera évidemment si l'on 
donne pendant un court instant à la puissance une valeur un 
peu supérieure à la valeur P qui convient à l'équilibre : une 
fois la machine lancée^ nous supposerons que^ dans chaque 
• position considérée, P et Q remplissent les conditions d'équi- 
libre. Appelons V la vitesse que possède le point matériel A 
où est appliquée la puissance P, et W la vitesse- du point 
matériel B où est appliquée la résistance Q; enfin appelons 
(P, V) et (Q, W) les angles respectifs de P avec V et de Q 
avec W i/lg' i4o)- 

On a alors le théorème général suivant : 

Si les conditions de V équilibre sans frottement sont 
remplies, on a à chaque instant, 

(i) PV cos(P, V) -+- QW cos(Q, W) = o. 

Cette relation fondamentale, que l'on peut vérifier pour 
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chaque machine, rattache ainsi à un principe unique les con- 
ditions de fonctionnement des machines sans frottement. 

Avant de faire cette vérification nous mettrons la. rela- 
tion (i) sous deux autres formes équivalentes. . 

i^ Appelons Vp la projection de la vitesse V du point 

Fig. i4o. 





matériel A sur la puissance P et de même Wq la projection 
de W sur Q : on a 

Vp = V cos(P,V), • 
Wq=Wcos(Q,W); 

donc la relation (i) peut s'écrire 

(2) PVf + QW^ = o, 

ou 

(3) 



Q" Vp * 



Cette relation montre immédiatement que Vp et Wq sont 
de signes contraires : ainsi dans la fig, i4o Vp est positif 
et Wq négatif. En outre, on peut énoncer la relation (3) 
comme il suit : 

Si les conditions. d'' équilibre sans frottement sont rem- 
plies y le rapport de la puissance à la résistance est égal 
au rapport inverse des vitesses des points d^ application de 
la puissance et de la résistance estimées respectiçement 
suivant les directions de ces deux forces. 



rri^i 
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C'est ce fait général que Ton énonce sous une forme concise 
en disant : 

Ce qu^on gagne en force on le perd en vitesse. 

2° On peut obtenir une forme purement géométrique de 
la relation fondamentale (i) et (2) de la façon suivante. 

Supposons que, pendant le temps très court ùlI la machine 
subisse un déplacement très petit amenant A en A' et Ben B' 
{fie' ^4o)' Alors la vitesse V est en grandeut*, direction et 

• sens, la limite de -—■ quand Af tend vers zéro, et Vp est la 
limite de '^ — â/ ' ^^ appelant (AA')p la projection de AA' 
sur P : de même W est la limite de -— et Wq la limite 

de ^—rr^' Il en résulté que :,,, est la limite de T-rrrr ' et la 

A^ ^ (V)p (AA..)p 

relation (3) s'écrit sous la nouvelle forme • 

(4) - Q=-'"»-(ÀA>- 

On peut donc dire aussi : 

Ce qu^on gagne en force on le perd en chemin par- 
couru. 

Remarque. — Les propositions précédentes sont générales. 
Dans la pratique, il arrive ordinairement que pour utiliser la 
puissance tout entière, c'est-à-dire pour rendre maximum le 

terme 

PVcos(P,V), 

•s. 

on la dirige dans le sens même de V, alors le cosinus devient 

égal à I . 

Si en outre Q est dirigé en sens contraire de W, on a 

cos(Q, W) = — I et la relation fondamentale prend la forme 

simple 

' PV-iQVV = o . 
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OU 

P ,. BB' 

c'est ce. qui arrive par exemple pour le treuil. 

Treuil. — Le treuil (n° 120) est un corps solide mobile 
auteur d'un axe fixe et sollicité par deux forces P et Q appli- 
quées en des points A et B. Ces forces sont dans des plans 
perpendiculaires à l'axe et sont, en outre perpendiculaires aux 
rayons GA et DB aboutissant aux deux points d'application. 

Pour qu'il y ait équilibre il faut et il suffit que la somme 
des moments des deux forces par rapport à l'axe soit nulle. 
Supposons cette condition remplie et faisons tourner le treuil 
avec une vitesse angulaire to de façon que la vitesse V du 
point A soit dans le sens de P et, par suite, la vitesse W de B 
en sens contraire de Q. Comme les points A et B décrivent 
avec la vitesse angulaire to des cercles perpendiculaires à l'axe 
ayant pour rayons C A =:R et DB = r, on a (n® 129) V = R(o, 
W5=rw, cos(P,,V) = -4-i, cos(Q, W) = — I. 

La quantité (i) devient donc 

PVcos(P, V)-l-QWcos(Q,W) = a)(P.R — Q.r) 

= a)(Mom. P -4- Mom. Q) 

en appelant Mom. P et Mom. Q les moments des forces P 
et Q par rapport à l'axe. 

On voit que cette quantité est nulle quand les forces se 
font équilibre. 

Par exemple, supposons qu'il faille avec un treuil élever un 
poids de loo^s suspendu à une corde enroulée sur le treuil. 
Si la puissance P est dix fois plus loin de Taxe qi^e la 
résistance Q = 100^^, on pourra avec une puissance de 10^8 
seulement équilibrer Q. Mais quand le treuil fonctionné, 
pour que le fardeau s'élève de i"", il faut que le point 
d'application de la puissance parcoure un chemin de 10*", 
AC. 17 



258 COURS DE MÉCANIQUE. 

puisqu'à chaque instant la vitesse du point A est dix fois 
plus grande que celle du point B. 

I 

Corps solide mobile autour d'un axe fixe et sollicité par 
deux forces situées d'une façon quelconque. — Soit un solide 
mobile autour d'un axe O^. Considérons une force P appli- 
quée en un point A de ce corps {^fig- 141). Faisons tourner le 
corps aVec une vitesse angulaire w, nous allons montrer qu'on^ 

I 

Fig. i^i. 




a, dans tous les cas, PVcos(P, V) = w Mom.P^ où Mom.P 
désigne le moment de P par rapport à l'axe O-s. 

Supposons, pour fixer les idées, w positif : le point A du 
corps décrit en tournant une portion de circonférence dont 
le plan est perpendiculaire à l'axe et dont le centre C est sur 
l'axé. La vitesse V de ce point est tangente à cette circonfé- 
rence dans le sens positif des rotations et donnée par 

V = ci>GA. 

Décomposons P en trois composantes rectangulaires /?, 
/?^, /?2 dirigées respectivement suivant la direction V de la 
vitesse, suivant la parallèle AE à l'axe et suivant le rayon GA. 
Appeloùs en particulier p la valeur algébrique de la pre- 
mière composante estimée positivement dans le sens de V : 
en écrivant que la projection de P sur V est égale à la somme 
des projections des trois composantes, on a 

Pcos(P, V) = /?, 
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car les projections de pi et /?2 sur V sont nulles. Donc 

PVcos(P, V) = a>./>.GA. 

Mais le moment de P par rapport à l'axe est égal à la somme 
des moments des trois composantes/?, P\, P2 • les compo- 
santes Pi et /?2 étant dans un même plan avec Taxe ont des 
moments nuls, et l'on a 



Donc enfin 



Mom. P=./?.GA. l 

PV cos(P, V) = w Mom.P. 



Gela posé, imaginons qu'on fasse agir une deuxième force Q 
sur le corps solide, cette force étant appliquée en un point B : 
quand le corps tourne, ce point B prend une certaine vi- 
tesse W et l'on a de même 



Donc 



QW cos(Q, W) = 10 Mom. Q. 



(i) PVcos(P, V)H-QWcos(Q, W) = a)(Mom.PH-Mom.Q). 

Pour que les deux forces se fassent équilibre, il faut et il 

suffit que 

Mom. P -h Mom.Q = o; i 

la quantité (i) est donc nulle, quand les forces considérées 
se font équilibre. 

Levier. — Le levier est Un solide mobile autour d'un point 
fixe O sollicité par deux forces P et Q. On peut lui imprimer 
un mouvement quelconque laissant le point O fixe. Pour 
cela, il. suffit, par exemple, de le faire tourner avec une vi- 
tesse angulaire w autour d'un axe quelconque Oz issu de O. 

Dans ce mouvement, on a, d'après ce qui précède, 

(1) PVcos(P,V)-4-QWcos(Q,W) = a>(Mom.P-hMom.Q), 
les moments étant pris par rapport à l'axe choisi Oz. 









■^?rv 
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Si les forces P et Q se font équilibre, elles ont une résul- 
tante passant pai' le point fixe ; la somme de leurs moments 
par rapport à l'axe 0-s étant égale au moment de cette résul- 
tante est nullçy car la résultante rencontre l'axe en O. La 
quantité (i) est donc nulle pour ioiis les mouvements que 
' peut prendre le levier. 

Si, en particulier, on fait touri^er le levier autour d'un 
axe O^ perpendiculaire au plan du point O et des deux forces, 
la vérification est immédiate : elle est identique à celle qu'on 
a faite pour le treuil. 

Poulies. Moufles. — Dans les combinaisons de poulies 
que nous avons étudiées la même proposition est facile à 
retrouver; dans la première combinaison, si la poulie A et, 
par suite, le point d'application de la résistance Q s'élèvent 
de A, la poulie B s'est élevée de 2 A; en effet, si le centre est 
passé de O en O' {fig* i4î^)) tel que 00'= A, la corde est 

Fig. 142. 




passée de la position àCmDB à la position aC'/n'D'B', a 
étant fixe ; la longueur comprise entre a et B a donc diminué 
de CC'-f-DD'=2A et comme la longueur totale de corde 
n^a pas changé, le point B s'est élevé de BB'= 2 A, 
. La poulie G s'est alors élevée de 2 {2 h) = 2'^ h et la poulie 
de rang n de 2" h ; le point d'application de la puissance a 
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donc décrit un chemin 2'* A; l'appareil* permet de vaincre 

une résistance 2" fois plus grande que la puissance employée, 

' mais à condition que le point d'application de la puissance 

parcoure un chemin 1^ fois plus grand que celui parcouru 

• par le point d'application de la résistance. 

Daiis les deux autres combinaisons, si la. résistance s'élève 
de /i, chacun des. 2 n cordons parallèles est diminué de A, et 
par suite le point d'application de la puissance est déplacé 
de 2/iA; ici encore, ce qu'on a gagné en force on le perd eh 
'chemin parcouru. 

é 

1? Mouvement avec frottement. Frottement dans la poulie. 

— La proposition précédente n'est exacte que si l'pn fait 
abstraction du frottement et, pratiquemen-t, on gagne moins 
en force qu'on ne perd en chemin parcouru; prenons • pour 
le démonlrer l'exemple de la poulie O fixe, la puissance et la 

résistance étant verticales. Ces deux forces sont égales s'il y a 

* 

Fig. 143. 




équilibre; de plus, si le point B vient en B', A vient en A' et 
les déplacements sont évidemment égaux {^fig* i43), on a 

AA'=BB', 

les forces étant égales, les déplacements le sont aussi. 

Qu'arriverâ-t-il, s'il y a frottement? Nous avons démontré 
que, pour que le système soit sur le point de se mouvoir dans 
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le sçns de P, le frottement exige que la puissance soit nota- 
blement plus grande que la résistance. La poulie étant sup- 
posée mise en mouvement et animée d'un mouvement uni- 
forme, à un déplacement BB' de la résistance correspondra un 
déplacement égal AA' de la puissance ; ainsi les déplacements 
sont égaux, et cependant la puissance est plus grande que 
la résistance. 

Frottement en général. — Si une machine sans frottement 
doit vaincre une résistance Q donnée, il. faut que la puis- 
sance dépasse légèrement la valeur P. qui assure l'équilibre 
et alors, la machine étant en mouvement, on a 

PVcos(P,V) = — QWcos(Q, W). 

Mais s'il y a frottement, la valeur P| qu'il faut donner à la 
puissance pour que la machine soi.t animée d'un mouvement 
• uniforme est notablement supérieure à la valeur P qui assure- 
rait le mouvement uniforme s'il n'y avait pas frottement; 
cela tient à ce qu'il faut vaincre non seulement la résistance, 
mais aussi les forces de frottement; on a alors 

Pi>P, 

et comme l'angle (P, V) ou (P|, V) est aigu et même aussi 
voisin de zéro que possible, On a alors 

Pi V cos(Pi, V) >— QW cos(Q, W). 

Ainsi en prenant le cas le plus simple où V est dans le sens 
de P4 et W en sens contraire de Q, on aura 

P,V>QW 

et 

PiX AA'>QxBB'. 

La différence P» X AA' — *Q x BB' est donc une quantité 



rr-Tf 
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positive et constitue une perte due au frottement. Or, on 
observe que les tourillons de la machine s'échauffent pen- 
dant qu'elle tourne et il semble naturel, à première vue, de 
lier ces phénomènes par une relation de cause à effet et de 
penser que la nature récupère la perte faite sous forme de 
chaleur; hypothèse que les expériences de Joule, en particu- 
lier, sur le dégagement de chaleur par le frottement sont 
venues pleinement justifier. 



FIN. 



NOTATIONS EMPLOYÉES POUR LES DÉRIVÉES. 



Le programme n'imposant aucune notation pour les dérivées^ 
nous avons, pour désigner les dérivées successives d'une fonction 
y =/(x) de la variable x, employé simultanément les notations 

dy 
pour désigner la dérivée première dey par rapport à x, 

pour désigner la dérivée seconde de y par rapport à a?, .... 
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